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Resuelve

1. El dia después de la PRIMERA EXCURSION van andando al bosquecillo B, y de alli, en bar-
ca, a M.

Describe este tltimo itinerario con vectores, OB + ..., y con coordenadas.

OB + BM = OM — (=7,-3) + (12, 12) = (5, 9)

2. En la SEGUNDA EXCURSION, los viajes por el rio estdn descritos asi: OX =(0,4) +¢(1, 1).
a) Sefiala a qué lugares se llega para z=4, t=-1y z=0.

b) ;:Qué valor hay que dar a ¢ para llegar al bosquecillo B?
Viajes por el rio: OX = (0,4) + £(1, 1)
a)r=4 — (0,4) + (4,4) = (4,8) — Sellega al punto P.
t=—1 — (0,4) + (-1,-1) = (-1, 3) — Sellega al punto Q.
t=0 — (0,4) +(0,0) =(0,4) — Sellegaal punto E.

b) OB = (-7, -3)
(0,4) + £(1,1) = (-7,-3)
0,4) + (1, t) = (-7,-3)

t=-/
t4d+1t)=(-7,-3) —> {4+t=—3 — t=-7

Para llegar al bosquecillo B hay que dara ¢ el valor —7.
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1. Representa los vectores AB y C*Dz siendo A(1, 1), B(-2,7), C(6,0), D(3,6) y ob-

serva que son iguales.

Comprueba que AB = CD hallando sus coordenadas. Calcula su médulo.

B(-2,7)
7 DB, 6)
\A(l, 1)
-2 3 1. d(6,0)

AB =(=2,7)—(1,1) = (=3, 6)
|ﬁ|=«/—3)2+62=«/9+36=«/£=3‘/§
CD =(3,6) - (6,0) = (-3, 6)

|CD|=|AB| = {45 = 3.5

2. Tenemos tres puntos de coordenadas:
A(3’ _1)’ B(4’ 6)’ C(O’ 0)
Halla las coordenadas del punto D para que los vectores AB y CD sean iguales.

Llamamos (4, ) a las coordenadas del punto D.
AB =(4,6)-(3,-1)=(1,7)
CD = (a,6) - (0,0) = (4, b)

Como ATB)=§5 - (1,7) =(a, b)

Las coordenadas del punto D son (1, 7).
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1. a) Representa los vectores u = AB y v = BC, siendo A1, 3), B(4,5) y C(6,-2).
Halla sus coordenadas.

b) Representa u + v y halla sus coordenadas.
¢) Representa 3u, —2u y Ov y halla sus coordenadas.

d) Representa y halla las coordenadas del vector: 3u-—4v

) u=AB=(4,5-(1,3)=(3,2) Bl,5
v=BC =(6,-2)-(4,5)=(2,-7) AP
. \&
b) u (3’ 2) - =
~ e \
;(2’_7) u+v=0>3,2+2,-7)=(5,-5) T AN\
6, 2)
0 3u=3(3,2)=(9,06)
—2u=-2(3,2)=(-6,-4) A
Ou = (0, 0) ARy
» |
B Oy
d)3u—4v=3(3,2)-4(2,-7)=(9,6) - (8,-28) = (1, 34) -
\
\
\
\
\
\\
\
; \
& \
El
\
\
\
\
S
>
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2. Comprueba si cada uno de los siguientes pares de vectores tienen o no la misma direc-
L4
cién:

a) u(3,-1), v(=3,1) b) u(2, -4), v(1,2)
o) u(-2,0), v(4,0) d)u(5,2), v(2,5; 1)
e) u(-2,6), v(-3,1) £) u(0,-1), v(-2,0)
2) _%:‘Tl — Uy v tienen la misma direccién.

b)%:ﬁ% - u y v no tienen la misma direccién.

-

- —> ->
c)v=-2u — u y v tienen la misma direccidn.

=2 -2

55=17 DUy tienen la misma direccién.
b

e) —=#— — u y v no tienen la misma direccién.

2.6
3 1

f) No existe #€ IR talque v=ku — u y v no tienen la misma direccidn.

3. Dados los siguientes vectores:
u(-5,8), v(-41,-10), w(3, 6)
a) Halla las coordenadas de 3u —2v + 10w.

b) Averigua el valor de x e y para que se campla:

— — ->

XU+ YW = v
a) 30— 2v + 10w = 3(=5,8) — 2(~41,-10) + 10 (3, 6) =
= (=15, 24) — (~82, =20) + (30, 60) = (97, 104)
b) xu+ yw=v
x(=5, 8) + y(3, 6) = (41, -10) — (=5x, 8x) + (39, 6)) = (~41, ~10)
—5x +3y=—41| 10x -6y =82 8-4+6y=-10
8x+6y=-10| 8x+Gy=-10 6y = —42
18x =72 y==7
x=4

Por tanto, 4u— 7w =v.
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1. Desde el punto A(8,9) nos movemos en 13 direccién de u (-1, —2) cuatro veces su lon-
gitud. Después, nos movemos el triple de v(2, 1). ;A qué punto llegamos?

<!

N
u

OP = OA + 4u + 3v = (8,9) +4(-1,-2) + 3(2, 1) = (10, 4)

2. Dividimos el segmento de extremos A(1,2) y B(16, 12) en cinco partes iguales. Halla
las coordenadas de los cuatro puntos de separacién.

B
v

A
AB = OB — OA =(16,12) - (1, 2) = (15, 10)

a’)=a+ﬁ=a+%ﬁ=(1,2)+(3>2)=(4>4)
0Q=0P+PQ=0P+1 4B =(4,4)+(,2)= (7.6
ﬁ:TQ+%E=(7,6)+(3,2)=(10»8)

ﬁ:ﬁl%ﬁ:(lo,sn@,z):(ls, 10)

0]

Las coordenadas de P son (4, 4); lasde Q, (7, 6); lasde R, (10, 8),ylasde S, (13, 10).
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1. Halla las coordenadas del punto medio de cada segmento:

a)A(-2,5), B(4,1)
b)C(7,-3), D(-5,1)
<) EQ1,4), F(7,2)
d)G(-3,5), H(4,0)

N M<_22+4, 5;1) S M@,3)

7+ (- 5) —3+1
2

b) M ) — M(@1,-1)

2

3+4 5+0 1 5
)*M%ﬁ

[
<) M<1+7 * ) - M(4,3)
5

d) M

2. Halla las coordenadas del punto simétrico de A respecto de P en los siguientes casos:

a)A(4,-1), P(-7,2)
b)A (2, 4), P(5,-1)

a) Llamamos A'(x, y) al punto simétrico de A respecto de P. El punto P serd el punto

medio del segmento de extremos A y A"

FeAEE 5 ldedix o x=18
2=_12+y — 4=—l+y > y=5

b) A'(x, y)
5=2§x 5 10=2+x — x=8
—1=4;y > 2-41y > y=-6

Las coordenadas de A’ son (-18, 5).

Las coordenadas de A’ son (8, —0).
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1. Comprueba silos puntos R(2,7), $(5,-1) y T(15,-25) estdn alineados.

RS -(5-2,-1-7)-(3,8 3.8 7% ldoa RT
= 3.8 i r
ST =(15-5,-25+1)=(10,-24)| 10 ~ 24 o es paralelo a

Los tres puntos, R, S y 7, no estdn alineados.

2. Averigua el valor de 2 para que los puntos R(2,7), §(5,-1) y Q(a,—25) estén alinea-
dos.

RS =(3,-8)
SQ =(a—5,-24)

Paraque R, S y Q estén alineados, se ha de cumplir que:

3 -8 3 1 - _
=54 - o573 — a4—5=9 — Luego, a=14.

3. Averigua qué relacién deben cumplir x e y paraque 4(0,1), B(2,5) y P(x,y) estén
alineados.

AB=(2-0,5-1)=(2,4)
ﬁz(x—o,y—l)z(x,y—l)

Para que P esté alineado con A y B:

izyfl — 2(y—1)=4x > y—-1=2x = y=2x+1

La relacién buscada entre x e y es y=2x+ 1.

4. Averigua el valor de ¢ para que los puntos A(1, 2), B(7,-11) y C(z, 2¢t) estén alinea-
dos.
AB =(7-1,-11-2) = (6, -13)
AC =(¢—1,2¢ - 2)

A, By C estardn alineados si:

b 6(r-2)=-13(-1) 5 120-12=-13r+13 > 25r=25 - r=1
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1. Escribe las ecuaciones vectorial, paramétricas, en forma continua y explicita de las rectas
que pasan por:

a)M(-2,1), N(4,5)
b) P(0,0), Q(3,-2)
o R(2,5), $(8,5)
d)7(-21), U-2,-2)
a) M(-2,1)
N(4,5)
ECUACION VECTORIAL:
OX = OM +tv
(xy)=(=2,1) +2£(3,2)

ECUACIONES PARAMETRICAS:

} — MN(@6,4) — ;(3, 2) es un vector direccién.

x=-2+3t
{ y=1+2¢
ECUACION CONTINUA:
x+2 _ y-1
3 2
ECUACION EXPLICITA: Despejando y en la ecuacién anterior:
b) P(0,0) — .
Q6, _2); — PQ(3,-2) — v(3,-2) esun vector direccién.
ECUACION VECTORIAL:
OX =0P +tv

(xy) =(0,0) +£(3,-2)
ECUACIONES PARAMETRICAS:
x=0+3¢ x =3t
%
y=0-2¢ y==2t
ECUACION CONTINUA:
x—Ozy_O
3 -2
ECUACION EXPLICITA: Despejando y en la ecuacién anterior:

ye2
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c) R(2,5)
S(8,5)

} - ES)(G, 0) — ;(1, 0) es un vector direccién.
ECUACION VECTORIAL:
OX = OR + v
(xy) =(2,5) +(1,0)
ECUACIONES PARAMETRICAS:
x=2+1t x=2+t
L/=5+Ot - {y=5
ECUACION CONTINUA:

x—2_}’_5

1 0

ECUACION EXPLICITA:
y=5

d) 7T(=2,1)

U(-2, _2)} — TU(0,-3) — v(0,1) esun vector direccion.

ECUACION VECTORIAL:
OX = OT +w
(xy)=(2,1)+£(0, 1)
ECUACIONES PARAMETRICAS:
x=-2+0¢ =-2
|y=1+1t - {y=1+t
ECUACION CONTINUA:

x+2 _J-1
0 1

ECUACION EXPLICITA:

x==2
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1. Halla la ecuacién de la recta que pasa por:
a) A(1, 3), B(5,5)
b)A(1, 6), B(8,-2)

a) Un vector direccién es AB (4, 2); otro vector direccién es d(2, 1).
La pendiente es: m = %
La ecuacion es:

N S 1.5
y—3—2(x 1)—>y—2x 7

b) E(Z —8) es un vector direccién — m = %

La ecuacién serd:

2. Halla la ecuacién de la recta que pasa por (7, —5) y tiene por vector direccién (7, —4).

d(7,-4) - la pendiente es: m = _4

7

La ecuacioén es:

__ 4. _ __ 4.
y+5= 7(x 7) = y= 7x 1

3. Halla la recta paralelaa 5x— 6y + 14 = 0 que pasa por (0, -3).

La pendiente de la recta 5x— 6y + 14 =0 es el coeficiente de la x cuando la y estd despejada:

S0, 14 -2
y=gxtg T m=¢
Por ser la recta pedida paralelaa 5x— 6y + 14 = 0, la pendiente es la misma: m = %
Asi: y=-3+ %x

4. Halla la recta paralelaa 5y — 10 = 0 que pasa por (2, 4).
Larecta 59— 10 =0 es una recta paralela al eje X, luego 7 = 0.

La recta que pasa por (2, 4) y tiene pendiente 72 =0 es y= 4.

10
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5. Da tres vectores perpendiculares a (-6, 1).

Tres vectores perpendiculares a (-6, 1) son: (1, 6), (2, 12) y (3, 18).

6. Halla la ecuacién de la recta que pasa por P(2,-5) y es perpendicular al vector v (5, 7).
El vector (-7, 5) es perpendicular a v ¥, por tanto, es un vector direccién de la recta buscada:

__> e _ D __5,._ 25
m = 7 y=-5 7(x 2) >y 7x 7

7. La recta r pasa por (3, 0), y la recta s, por (-5, 3). Ambas son perpendiculares a
4x+2y-7=0.
Halla sus ecuaciones.

Pendiente de la recta 4x + 2y—7 = 0:

)/:—2x+Z — my=-2

2
Pendiente de 7 = pendiente de s:
__ 1 _1
"= my 2

Ecuacién de
S _1. .3
y—z(x 3) — yEax =
Ecuacién de s:
1 11

_3, L 1, 11
y—3+2(x+5) = y=5x+

1l
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1.
r:5x-7=0
s:3+4y=0
r:5x=7=0 — x=%

Vectores paralelos: (0, 1), (0, 2), (0, -2)
Vectores perpendiculares: (1, 0), (2, 0), (-2, 0)
3

4

Vectores paralelos: (1, 0),

s:3+4y=0 = y=—

1, 0), (=2, 0)

(_
Vectores perpendiculares: (0, 1), (0, -1), (0, -2)

lela al eje Y.
P(-4,2)
r:y=2 — Recta paralela al eje X

s:x=-4 — Recta paralela al eje ¥

Representa r y s y da tres vectores paralelos y tres perpendiculares a cada una de ellas:

- Representa dos rectas que pasen por el punto (-4, 2), una paralela al eje X y otra para-

. Las rectas 7 y s pasan por el punto (5, -3). Larecta » es paralelaa 5y+17=0, y s es

perpendicular a ella. Representa 7 y s y da sus ecuaciones.

Representamos la recta 59+17=0 — y=— 157

* 7 es una recta paralelaa y=— 17

5

Su ecuacién es y = 3.

* 5 es una recta perpendiculara y=—

y a partir de ella, representamos 7 y s.

que pasa por (5, -3).

(paralela al eje Y) que pasa por (5, -3).

5
Su ecuacién es x = 5.
Y s
112131413 X
—1
=2
17
—4 -1
TS

12
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4. Halla la ecuacién de la recta paralela al eje X que corte alarecta 2x—3y =5 en el punto
de abscisa x = 1.

* La recta pedida, 7, es paralela al eje de abscisas, luego su ecuacién es de la forma 7: y = .

e 7 cortaalarecta s: 2x— 3y =75 en el punto de abscisa x =1 — el punto de corte es la
solucién del sistema.

2x—=3y=5

x=1

} — 2-3y=5 > y=-1 - P(1,-)er

* Tenemos, pues, que:

ry=*k .
P(,-er —7)77
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1. Dila posicién relativa de estos pares de rectas:

a)r:8x+2y—-14=0 b)r:3x-2y-14=0
s:5x—-y-20=0 s: pasa por (1, -2) y por (10, 1).
¢) r: pasa por (-1,4) y (7, -2). d)7r: pasa por (2,-1)y (8, 2).
s:3x+4y=0 s: su pendiente es 1/2 y pasa por (0, —2).

a) :8x+2y—-14=0 4x+y— 7=0
s:5x— y—20=0| 5x-y-20=0
9x -27=0 5> x=3
4.3+y-7=0 = y=-5

Las rectas 7 y s se cortan en el punto (3, -5).

b) Veamos cudl es la ecuacién de s:

Un vector direccién de s es (9, 3) // (3, 1). Su pendiente es, por tanto, m =

VI S S 1,7 —3y_7-
sty = 2+3(x ) -y X3 % 3y-7=0

?.

Resolvemos el sistema:
r:3x—2y-14=0 3x—2y—14=0
s: x=3y— 7=0| 3x+9y+21=0
7y+ 7=0 = y=-1
3x—2-(-1)-14=0 > 3x-12=0 > x=4

Las rectas 7 y s se cortan en el punto (4, —1).

c) Buscamos la ecuacién de 7:

Un vector direccién es (8, —6) // (4, —3). Su pendiente es, por tanto, 7 = — %

yo 43 __ 3,13 —13-
riy=4 4(x+l)—>)/_ A — 3x+4y-13=0

Resolvemos el sistema:
r:3x+4y—13=0| 3x+4y-13=0
5:3x + 4y =0| 3x—4y =0
—-13 =0 — Contradiccién.

Las rectas 7 y s no tienen ningiin punto en comun. Son paralelas, ya que tienen la misma

pendiente, —3/4, pero distinta ordenada en el origen, 13/4 y 0.
d) Ecuacién de r:

Un vector direccién es (6, 3) // (2, 1). Su pendiente es m = %
riy= —1+%(x—2) - y=%x—2 - x-2y-4=0
Ecuacién de s:

y:%x—Z — 2y=x—-4 = x—-2y—4=0 = r y s sonla misma recta.

14
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1. Halla la distancia entre A y B.
a)A(-7,4), B(6, 4) b)A(3, 4), B(3,9)
) A(-5,11), B(0,-1) d)A(4,-6), B(7,4)

a) dist (A, B) = |[AB|={(6+7)2+ (4 - 42 =13

b) dist (A, B) = [AB|={(3-3)2+(9-4)2 =5

o) dist (A, B) = |AB| = (0 +5)2 + (-1 -11)2 = /52 +122 =13

d)dist (A, B) = [AB| = (7 = 4)% + (4 + 6)2 = 109 = 10,4

2. Aplica la férmula de Herén para hallar el drea del tridngulo de vértices A(-5, -2),
B(7,3), C(4,7).

Calculamos primero la medida de cada lado:
a=dist (B,C)=|BC|=4(-3)2+42=5

b= dist (A, C) =|AC| =492 +92 =92

¢ = dist (A, B) =|AB| =122 +52=13

50902218 g, 9

Semiperimetro del tridngulo: p = 7

Area=Jp-(p—a)-(p—b)-(p -0 =

33639 )
oS- fo-
SBLA 9T 515

3. Calcula el valor de ¢ para que el punto A(10, ¢) diste 13 unidades del punto B(-2, 5).

dist (A, B) =|AB| = (-2 =10)2 + (5- 02 = 13 — 144+ 25 + ¢>—10c = 169
210020 < =1 Hay dos soluci . A(10,0), A'(10, 10)
c“—10c = <c=10 ay dos soluciones: , 0), R

4. Calcula el valor de a para que el punto P(a, 7) esté a 10 unidades de distancia de
QG5 1).

dist (P, Q) =|PQ|={(5- 2% +(=6)2 =10 — 25+ 4% —10a+ 36 =100 —> 2>~ 102—39=0

13
. 10 + y100 + 156 _ 10;16 =< 3} Hay dos soluciones: P(13,7), P'(-3,7)

2

15
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1. Escribe, en cada caso, la ecuacién de la circunferencia:
a)C(7,1), r=5
b) C(-2, 4), r=12
Q) (x=7)2+(p=1)2=25 > x*+y? —14x -2y +25=0

b)(x+2)2+(y—4)2=144 — x?+ y* +4x -8y —124=0

2. Di el centro y el radio de las circunferencias siguientes:
a)(x-3)2+ (y-5)*=25
b)(x+2)%+y%*=1
a) Centro (3, 5). Radio, 5.
b) Centro (=2, 0). Radio, 1.

3. Una circunferencia de radio 7 = Y45 tiene su centro en el punto C(4,9). ;Pertenecen los
puntos A(-2,6) y B(8,2) a esta circunferencia?

Ecuacién de la circunferencia: (x —4)? + (y — 9)? = 45
A(=2,6) = (=6)? +(=3)2 =36 + 9 = 45. Si pertenece.
B(8,2) — 4%+ (=7)2=16+49 =65 = 45. No pertenece.

4. Halla la ecuacién de la circunferencia de centro C(4,-2) que pasa por P(5,7).

El radio de la circunferencia es la distancia entre C y P.

Radio = {(5-4)2+(7+2)2 =82

Ecuacién de la circunferencia:

(x—4)2+()/+2)2=82 — x2+y2—8x+4y—62=0
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En el tridngulo cuyos vértices son A(0, 4), B(3,0) y C(-3,-2), halla las ecua-
ciones de la mediatriz del lado BC y de la altura que parte de A.

MEDIATRIZ DEL LADO BC:

La mediatriz 7 es perpendicular a BC en su punto medio.

¢ Punto medio de BC:

M<3+(—3)’ 0+(—2)> — M(0,-1)

2 2
« BC (-6, -2):
La pendiente de BC es m = _—é:%

La pendiente de la mediatriz 7 es m'=-3.

* La mediatriz » del lado BC es, por tanto, la recta que pasa por el punto M (0, —1) y cuya
pendiente es 7m'=—3:

riy=—-1-3(x-0) = riy=-3x—1 = r:3x+y+1=0
ALTURA QUE PARTE DE A:
La altura h pasa por A y es perpendicular al lado BC.

* Como h es perpendicular al lado BC, sabemos por el apartado anterior que su pendiente es
m=-3.

* A(0,4) € h

Pendiente 7 = -3

} — hiy=4-3(x-0) > h:y=-3x+4 - h:3x+y-4=0

A

B

c \
A\

Halla el punto simétrico de A (1, 1) respecto de larecta s:x—2y—4=0.

El punto simétrico de A respectoa s, A, es el punto simétrico de A respecto de un punto A,
que es el punto de corte de s con la recta perpendicular a s que pasa por A.

\

X

17
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* Determinamos, en primer lugar, la ecuacién de la recta 7, perpendiculara s que pasa por A.

six—2y—4=0 — s:y=%x—2 - ms=% - m,=-2

A(l,1)e r

m,=—2

} = riy=1-2(x-1) = riy=-2x+3 = r:2x+y-3=0
* Hallamos el punto de corte de s y 7:
six—2y—4=0 Mo 1
- ,—
r:2x+y—-3=0 ( )

* El punto M es el punto medio entre A(1, 1) y A'(x, y), siendo A" el punto simétrico de A
respecto a s:

A(1,1) . o3
Ay - (5 ;y>=(2,—1> - {y=_3
M2,-1)

Por tanto, el punto buscado es A'(3, -3).

Halla la ecuacién de la circunferencia que tiene el mismo centro que:
x> +y?+6x—4y-3=0
y que pasa por el punto (1, -2).

Tenemos que hallar la ecuacién de la circunferencia que tiene el mismo centro que
c:x?+ 9%+ 6x—4y—3 =0 yque pasa por el punto P(1,-2).

* Para hallar el centro de ¢ debemos expresarla de la forma:
(x—a)?+(y-b)=r?
cix? 4yl +6x—4y-3=0 = c:x?+6x+9+y?—4y+4=-3+9+4 —
— i (x+3)2+(y-2)%=16
El centro y el radio de ¢ son:
Centro —» C(=3,2); Radio —» r=4
La circunferencia que buscamos, ¢/, tiene centro C(-3, 2).
e Centrode ¢’ — C(-3,2)
P(1,-2)e ¢
Elradiode ¢’ es r=dist (P, C) — r'= |]TC>| = \/m =432
* La circunferencia que buscamos es:

¢t (x+3)%+ (y—2)%=32
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Practica

1. «T1El cuadrilitero ABCD es un rombo,y M, N, P y Q, los puntos medios de sus
lados.

C
N P
B 0 D
M Q
A

Indica si los siguientes pares de vectores tienen el mismo médulo y/o la misma direc-
ci6én y sentido:

a) AB y CD b) BN y AQ
o NC y CP d)AM y DC

a) AB y CD tienen el mismo médulo y la misma direccién pero sentido contrario.
b) BN y AQ tienen el mismo mddulo, la misma direccién y el mismo sentido.
) NC y CP tienen el mismo mddulo pero distinta direccién y sentido.

d) AM y DC tienen la misma direccién y el mismo sentido pero distinto médulo.

2. «7] Observa la figura del ejercicio anterior y sustituye en tu cuaderno los puntos sus-
pensivos por un nimero para que los vectores sean iguales.

a) AC =... AO b)OC =... 04
o AQ =... CB d)AD = ... NB
a) AC =240 b) OC =-0A4

9 AQ --+ CB d) AD = -2NB

3. «7] Completa en tu cuaderno, con las letras que faltan, cada una de las siguientes sumas
de vectores de la figura del ejercicio 1:

a) AB + BC = A... b) AD + AB - ...
0 2AM + BO = ... d)%ﬁ—@:f
a) AB + BC = AC b) AD + AB = AC
0 240 + 50 - 40 & LAC OB - B

19
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4. « 71 Dados los puntos 4(-2,0), B(4,0), C(5,1) y D (-3, 2), hallalas coordenadas de
los vectores E, B—C), CD y AD. Calcula, también, sus médulos.

AB=(4,0) = (-2,0) = (6,0) y |AB| = V6> +02=36=6
BC=(,1)-(40=(1,1) y |BC|=17+12=2
CD=(-3,2)-(51)= (-8, 1) y |CD| = {(-8)% +12 = 65
AD = (-3,2) - (-2,0) = (-1,2) y [AD|={(-1)2+2%= 5
5. a7l Con origen en el punto A(3, -3), dibuja los vectores AB(-3,2), AC(5,1) y
AD (1/2,—4). ;Cudles serdn las coordenadas de los puntos B, C y D?
AB =B-A — B=(-3,2)+(3,-3) = (0, -1) 3 8
C=(51)+(3,-3)=(8,-2) ¢

D- (; —4) +(3,-3) = <; —7)

-

6. «7] a) Di cudles son las coordenadas de los vectores u y v.
\ﬁA Iﬁ
v

. . — — — — — — 1 — — .
b) Dibuja los vectores u+v; u—v; —u+v; Su+ 2v y di cudles son sus coordenadas.

> > -

c) Halla el médulo de ;, v, u+v y u-v.

a) u(4,-2) y v(0,3)

—>

b) u+v

(=3
|
<V
|
[on
+
<
l\)\»—‘
(=R
+
N
<V

=5
T

L1
(=¥

2v

Cii 7
<!
sl
|
<\
|
<t
<!
|
=8
|
<l
Do | —
(=18
-
.
<l
T

o=
=1

u+v=>4-2+073)=41)
u—v=(4-2-(0,3)=4,-5)
—U+v =42 +(03)=(4,5)

L 2y -2 +0,6)=025)

o lu]= {42+ (2)2=y20-25
[v]=402+32=3
[0 +v|=y42+12=17
-] =42+ (=5)2 = /41

\S]
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7. «7] Comprueba, sin representarlos, si los siguientes pares de vectores tienen la misma

direccién:

a) u(6, -3), v(-2, 1)
b)u(s, 3), v(4,2)

o u(10, 1), v(5,2)
d) u(-4, 0), v(9, 0)

- -

a) —2=T3 — u y v tienen la misma direccién.
- -

#= — u y v no tienen la misma direccidn.

— u y v no tienen la misma direccién.

2
d)u=- %V > u y v tienen la misma direccién.

8. a1 Dados los vectores u(l,3), v(=2,5) y w(=1,-3), efecttia estas operaciones:

Au+v+w bu-—v-w )—2u+v-2w
- 1z 1— 1- - -
d)—3u+5v ) g f) g - w+u
Au+rv+w=01,3+(2,5+(1,-3)=1-2-1,3+5-3)=(=2,5)
Du-v-w=(1,3)-(25-(1,-3)=(1+2+1,3-5+3)=(4, 1)

)2u+v-2w=(2,-6)+(2,5-(2,-6)=(2-2+2,-6+5+6) = (=2, 5)

Tl _ (3 _ 1.9V (3_1 9.2 (4 _13
d)—3u+7v—(3, 9)+<1, >_<3 1, 9+2>_< 4, 2)

20+19-(2 L) (2-oL o)L
0 Zin 15 (22)e(Lot)- (2 Laca)- (1)

3—7v+ﬁ=<2,—1> (-1,-3)+(1,3) = <—+1+1 1+3+3) (152 5)

9. « 7] Representa en unos ejes coordenados los vectores que verifican las siguientes condi-

ciones:

a) Su origen es P(-2, 3) y su extremo, Q(1,-4).
b) Su origen es M (0, 4) y sus coordenadas, (3, 5).
¢) Su extremo es B(5, 0) y sus coordenadas, (4, 4).

a) N

IR
PQ=(3,-7) \
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b) N
M(0, 4)
N(x, y) — (x-0,y-4)=(3,5 —
5 MNG,5)
x=3 x=3 N
— y_d=s - =9 — N(3,9)
c)
; Alx, )
B(5,0) { > 5-x0-y =44 —
/ AB(4, 4)
A 5-x=4 x=1 AL 4
- -4 — y=—4% (1,-4)
« ] a) Representa los puntos A(-3,0), B(0,4), C(4,4) y D(1,0) y halla los puntos

medios de AC y de BD.
b)Halla las coordenadas de AB y DC y comprueba que son las mismas.
a)

b) AB = (0 + 3, 4) = (3, 4)

AB Coincid
DC=(4—1,4—0)=(3,4)} ohelden

« | Calcula las coordenadas de los puntos medios de los la-

dos y de las diagonales del cuadrilitero ABCD. 4
A4, 6), B(=2,3), C(-4,-4), D(5,-2) B
Por tanto:
. (4=2 6+3) ({9
Punto medio del lado AB: < T ) = (1, 2) L/\D
. (=2-4 3-4)\_ (5 -1 ¢
Punto medio del lado BC: ( 75 ) = <—3, 5 )

Punto medio del lado CD: <_4 + 3 , —4-2

Punto medio del lado AD: (4 +5 , ﬂ) =

2 2
. . C(—=2+5 3-2) (3 1
Punto medio de la diagonal BD: ( 7 > = (2 ) 2)

Punto medio de la diagonal AC: (42;4, %) =(0,1)

22
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«1]Si M(-3,5) es el punto medio del segmento AB, halla el punto B en cada uno de
los siguientes casos:

a)A(-1,5) b)A (6, -4) ) A(-4,-7)

a) <_12+x) 5;)’)=(_3’ 5) — x=-5; )/=5 — B(—S, 5)

b)<6;x, ‘4;7):(_3, 5) = x=-12; y=14 — B(-12, 14)

J (‘42+ X _72+ y) =(-3,5) = x=-2; y=17 — B(-2,17)
« | Halla, en cada caso, el punto simétrico de A(-3,-5) respecto de:

a) P(-2,0) b) Q(2,-3) c 0(0,0)
A'(x, y) es el punto buscado.

a) P(-2, 0) es el punto medio del segmento de extremos A y A"

X=3 ) 5 x—3-—4 5 x=-1
YIS
272 ’ y—S_O _s
T_ - y =
Luego: A'(-1,5)
b) Q(2,-3)
xf =2 > x-3=4 > x=7
A'(7’_1)
)/2—5=—3 — y-5=-6 = y=-1
c) 0(0,0)
XEB =0 - x-3=0 - x=3
A'(3,5)
-5
yT=O - y-5=0 = y=5

o 1] Comprueba, en cada caso, si los puntos dados estdn alineados:
a)A(1,2), B(4,3), C(19,8)

b) P(-2,-3), Q(2,0), R(-26,-21)

o) M(-4,3), N(3,4), P(6,5)

a) @(3,1) 31 — .
— —== —> AB// BC — A, By C estdn alineados.
BC(15,5) 15 5
b ])—> 4)3 g e
)a%((—Z&)—Zl) _g—8=% — PQ /I QR — P, Q y R estdn alineados.
c) MN(7,1)

ﬁ@ D } %::% — M, N y P no estdn alineados.
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15. « 7] Escribe, en cada caso, las ecuaciones vectorial, paramétricas, en forma continua y
explicita de las rectas que pasan por el punto P (-4, 3) y tienen como vector direccién:

a) d(2,-1)
b)d(-1,-3)
) d(2,0)
a) P(-4,3) d(2,-1)
ECUACION VECTORIAL: OX=0P+¢-d

(x, y) = (-4, 3) +£(2,-1)

) x=—4+2t
ECUACIONES PARAMETRICAS:
y=3-1¢

. -3
ECUACION CONTINUA: X 5 4_ y—l
ECUACION EXPLICITA: y = —%x +1

b)P(-4,3) d(-1,-3)

ECUACION VECTORIAL: OX=0P +¢t-d

(x, y) = (-4, 3) +t(-1,-3)

) x=—4-—1
ECUACIONES PARAMETRICAS:
y=3-3¢
, -3
ECUACION CONTINUA: % = y—S
ECUACION EXPLICITA: y=3x+15
o P(-4,3) d(2,0)
ECUACION VECTORIAL: OX =0P +¢t-d

(x, y) = (-4, 3) + (2, 0)
{x=—4+2t {x=—4+2t

ECUACIONES PARAMETRICAS:

y=3+0¢ y=3
-3
ECUACION CONTINUA: x+4 _ V=2
2 0
ECUACION EXPLICITA: y=3
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16. «7] Da, en cada caso, un vector direccién y escribe las ecuaciones vectorial, paramétri-
cas, en forma continua y explicita de las rectas que pasan por A y B:

a)A(-1,0), B(0,3)
b)A (0, -2), B(5,-2)
0 A(-2,3), B(4,-1)
d)A(3,-1), B(3,5)

a) A(-1,0)

B(0, 3) } E(l’& - ;(1:3) vector direccién

ECUACION VECTORIAL: OX =0A +tv

(x, y) = (=1, 0) + £(1, 3)

x=—1+t
ECUACIONES PARAMETRICAS:
y=0+3z
-0
ECUACION CONTINUA: X Il _J 3
ECUACION EXPLICITA: y=3x+3
b) A(0,-2)| —. .
B(5.-2) AB(5,0) — v(1,0) vector direccién
ECUACION VECTORIAL: 55 = @ + t;
(X,)/) = (05 _2) + t(l, O)
x=0+1¢ x=t
ECUACIONES PARAMETRICAS: -
y=-2+0¢ =-2
2
ECUACION CONTINUA: X ; 0_J (J;
ECUACION EXPLICITA: y=-2
DACLI| w64 S 36.-2) direccié
s T % y T
B, 1) v vector direccién

ECUACION VECTORIAL: OX =0A +tv

(%, 9) =(=2,3) +£(3,-2)

x==2+3t
ECUACIONES PARAMETRICAS:
y=3-2t
-3
ECUACION CONTINUA: x+2 V72
3 -2
. , ) 2 5
ECUACION EXPLICITA: y=-3x+3
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A3, 1) AB(0,6) — v(0,1) direccié
> — s t
BG.5) v vector direccién
ECUACION VECTORIAL: 5() = E‘l) + t;
(X,_)/) = (3) _1) + t((), 1)
x=3+0¢ x=3
ECUACIONES PARAMETRICAS: -
y=—1+1¢ y=—1+¢
_ 1
ECUACION CONTINUA: X 0 3_J I
ECUACION EXPLICITA: x=3

17. 1] Escribe las ecuaciones paramétricas y explicita de las rectas 7, s y 2.

* Recta 7: ;
A0,2)e r . R i
B2, 1)er — ABQ2,-1)/Ir = v(2,-1) vector direccién
x=2+2t
ECUACIONES PARAMETRICAS:
y=1-¢

ECUACION EXPLICITA:

B2,1)e r

- yzl—%(x—Z) - y=—%x+2

;(2, —1) vector direcciébn — m = —%

* Recta s: Recta paralela al eje de abscisas — v (1, 0) vector direccidn.

P0,3) € s }

;(1, 0) vector direccién
ECUACIONES PARAMETRICAS:
{x =t
y=3
ECUACION EXPLICITA:
s es una recta paralela al eje de abscisas, luego su ecuacién explicita es de la forma y = 4:

P0,3)es > y=3

* Recta 7 Recta paralela al eje de ordenadas — ;(O, 1) vector direccidn.

Q(-1,0) € ¢ }

v (0, 1) vector direccién
ECUACIONES PARAMETRICAS:
=-1
y=t
ECUACION EXPLICITA:

x=-1
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18. «1] Da un vector direccién y un punto de cada recta, y escribe sus ecuaciones continuas:

x=-1+2t
2 y= -3t
x=
b){y=1—5t
.o a2y x+1 _ )
a) P(-1,0); v(2,-3); =3
b) P(0, 1); v(1,-5); %%

19. «1] Escribe la ecuacién explicita de cada una de las rectas siguientes y da, en cada caso,
un vector direccién y la pendiente:

x-3 Jy+1
) 5=

x=2—t
b){y=1+3t

a) P(3,-1) e r

;(2, 3) vector direccién — m = % (pendiente)

- T S VN _3, 11

Ecuacién explicita: y= -1+ > (x=3) = y= ¥ =5
b)P2,1) e r

;(—l, 3) vector direccién — m = —il = -3 (pendiente)

Ecuacién explicita: y=1-3(x—2) = y=-3x+7

20.« 7 Halla dos puntos de cada una de las siguientes rectas y utilizalos para dar un vector
direccién en cada caso:

a)y=2x-3
b)y=3
)x-2y+1=0
a)riy=2x-3
P(0,-3) € r .
Q(1,-1)e r} — PQ(1,2) vector direccién de 7
b)riy=3
P(0,3)e r
Q(1,3)e r
Jrix—2y+1=0

P(_I)O)GV P_>2 d 3 d
Q(L,L)er — PQ(2,1) vector direccién de r

} - @(1,0) vector direccién de 7
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21. « 1 Escribe la ecuacién de las siguientes rectas y da, en cada caso, un vector direccién:

a) Pasa por (-4, 2) y su pendiente es %

b) Pasa por (1, 3) y su pendiente es 2.
c) Pasa por (5, -1) y su pendiente es 0.

a) P(-4,2) e r

} — y=2+%(x+4) — )/=2+%x+2 —

m= % pendiente

— Ecuacién explicita: y = %x +4

Vector direccién: ;(2, 1)

b) P(1,3) e r

m =-2 pendiente

; — y=3-2(x-1) = y=3-2x+2 >

— Ecuacién explicita: y=-2x+5
Vector direccién: v(1, =2)

c) P(5,-1)er

m =0 pendiente

} — y=-1+0(x-5) > y=-1
Vector direccidn: ;(1, 0)

22. «1] Halla la ecuacién de las siguientes rectas:
a) Paralelaa y = —2x + 3 y pasa por (4, 5).
b)Paralelaa 2x—4y + 3 = 0 y pasa por (4, 0).
c) Paralelaa 3x+2y—6 =0 y pasa por (0, -3).
a)m=-2; y=5-2(x—4)

D S S N
b)m—z,}/—0+2(x 4) — y_z(x 4)

__ 3. a3 __3_
c)m= 2= 3 2(x 0) - y=-3

3
5%

23. « 1] Escribe, en gada caso, la ecuacién de la recta que pasa por P(3, -2) y es perpendi-
cular al vector v:
a) v(2,1) b) v (=5, 4) ) v(-1, 0)
v =(-1,2); m=-2 y=-2-2(x-3) = 2x+y—4=0
b);' =(4,5); m= %; y==2+ %(x—3) — 5x—4y-23=0

c) v' =(0,-1); no tiene pendiente; ecuacién: x =3
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24. a1 Escribe la ecuacién de la recta perpendicular a 7 y que pasa por el punto P en los
siguientes casos:

a)r:y=-2x+3; P(-3,2)
b)r:3x-2y+1=0; P(4,-1)
or:x=3; P(0,4)

1
2

a) m=—; y=2+%(x+3)

2 2
b)m = 3 )= 1 3(x 4)
oy=4

25. a1] Halla el punto de intersecciéon de las rectas 7 y s en los casos siguientes:

a {T:Sx—5y+17=0 b){r:3x—2y+9=0

s:7x+3y-63=0 stx—2y+5=0

a) 3x — 5y=-17 9x —15y =-51
7x + 3y =063 35x +15y =315

44x =264 > x=6
7:-6+3y=063 = 3y=21 — y=7
7y s secortan en el punto P(6, 7).

b)3x-2y+9=0 3x —=2y+9=0
x—2y+5=0 —x+2y—-5=0

2x +4=0 > x=-2

3-(2)-2y+9=0 - 6-2y+9=0 — 2y=3 %y=%

7y s se cortan en el punto Q<—2, %)

26. a7 Representa las rectas 3x + 6 =0 y 2y—5 =0 y halla su punto de interseccién.

3x+6=0 — x=-2 recta paralela al ¢je ¥’

2y-5=0 = y= % recta paralela al eje X

Punto de interseccién: (—2, %)

x =2
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27. « 1] Calcula, en cada caso, la distancia entre P y Q:
a) P(3,5), Q(3,-7)
b) P(-8, 3), Q(-6,1)
c) P(0,-3), Q(-5,1)
d) P(-3,0), Q(15,0)

2) dist (P, Q) = |PQ| = {3-3)2+ (7 =57 =122 =12
b)dist (P, Q) = V(-6 +8)2+ (1-3)2 =4+ 4 =8 =22
o) dist (P, Q) = J(=5)%2 + (1+3)2 =425+ 16 = /41
d)dist (P, Q) = (15 +3)% =182 =18

28. « 71 a) Halla el punto medio del segmento de extremos A(-2, 0) y B(6, 4).

b) Comprueba que la distancia del punto medio a cada uno de los extremos es la misma.

2) M = (%W 0%4) - (2,2)

b) dist (A, M) = |AM | = (2 +2)2 +22= /16 + 4 = 20

dist (B, M) =|BM|={2-6)2+(2-4)2=/16+4 =420

29. s} Comprueba que el tridngulo de vértices A(-1, 0), B(3,2) y C(7, 4) es isosceles.
:Cudles son los lados iguales?

Un tridngulo es is6sceles cuando dos de sus lados miden lo mismo.

Calculamos, pues, |E|, |R| y |B_Cf|

|E|=«/(3+1)2+22=\/16+4=m
|AC|= (7 +1)2 + 42 = J64 +16 = {80 |AB|=|BC)|
IBC|=y(7-3)2+(4-2)2=16+4 =420

El tridngulo de vértices A, B 'y C es isdsceles.

30.«7] Comprueba, mediante el teorema de Pitdgoras, que el tridngulo de vértices
A(-2,-1), B(3,1) y C(1, 6) es rectingulo.

A(=2,-1), B(3,1), C(1,6):

|AB =5 m |E|2 + |B—C)|2 = |R|2 por Pitdgoras:
|AC| - \/32 =58 | (/29)%+(29)2 = (/58)>

== J4+25=29| 29+29=58

El tridngulo de vértices A, B y C es rectingulo.
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31. «1] Escribe la ecuacién de la circunferencia de centro C y radio 7:
a) C(4,-3), r=3
b) C(0,5), r=6
) C(6,0), r=2
d) C(0,0), »=5
a) C(4,-3), r=3
(x—4)2+(x+3)2=9 > x> -8x+16+92+6y+9=9 > x?+y? - 8x+6y+16=0
b) C(0,5), r=6
(x=0)2+(=52=36 = x2+y>—10y+25=36 = x2+y>—10y—11=0
) C(6,0), r=2
(x=6)2+y2=4 > x> —12x+36+9y*=4 - x2+y* - 12x+32=0
d) C(0,0), =5
x2+92=25 - x?+92-25=0

32. 11 Di cudles son el centro y el radio de las circunferencias siguientes:
a)(x-2)%+(y+3)*=16
b) (x+ 1)% + y% = 81
ox*+y*=10
a) C(2,-3), r=4
b)C(-1,0), r=9
) C(0,0), r=410
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Aplica lo aprendido

33.

34.

35. «T]

« ] A partir del punto P(1, 3), trazamos el vector 2u+ v wy llegamos al punto Q.
Averigua las coordenadas de Q si conocemos u u2,1), v(3,-1) y W(2 3).

)
1

20+ v-w=22,1)+G,-1)=(2,3) = (42) + 3,—1) + (-2,-3) = (5,-2)
FQ) = (5: _2)
Q=(5,-2)+(1,3)=(6,1)

«T]a) Representa los vectores u=2x+y+z y v=-x+4y—2z siendo x(2, 2),
y(3,0) y z(1,-2).

b)Halla las coordenadas de u y v. ;Son iguales?
a)

- —
y V] _—

L —
u

b u=2x+y+2=2(22)+3,0)+(1,-2)=(8,2) .
vex+dy—27--(2,2)+46,0-2(1,-2)-@8, 2] " "

a) ;Cudles de los siguientes vectores tienen la misma direccién?

13,2 u(2,3) 3(%%) w (6, —4)

b) Calcula el valor de m y n para que se verifique v = mt +nu.

a) t y w porque 63 ﬁ
Ey;porqueg %
3 2
5 s %=—3m+2n
D(2 5 )=m3,2+n2.3) - > m=0, n=>
3’2 5 6
§=2m+3n
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36. 1] a) Determina las coordenadas de los puntos M, N y P que son los puntos medios
de los lados del tridngulo ABC.

B(_l) 3)

M, N

PIRVANAN

Pl a6, -3)

b)Halla las coordenadas de los vectores MN, MP y PN y comprueba que
MN:%R; W:%B*C) y ﬁ\f:%ﬁ

a) M es el punto medio del segmento de extremos A(-4, -2) y B(-1, 3):

(=4-1 —2+3\ (51
Mo (=L, 223). (-3,

N es el punto medio del segmento de extremos B(-1, 3) y C(3,-3):

(=1+3 3-3)\
N—( 5 Ty )—(1,0)

P es el punto medio del segmento de extremos 4 y C:

(=4+3 —2-3\ (1 5
P‘( 2 2 )‘(2’ 2)

AC =(3,-3) - (-4,-2) = (7,-1) =2MN — mzéfl—é
BC =(3,-3) - (-1,3) = (4,-6) =2MP — Wz%B—é

AB = (-1,3) - (-4,-2) = (3,5) = 2PN — ﬁ:%ﬁ

37. -] D_':ldo_s> los vectores 3(3, 2), ;(x, 5y :V(S, 9), calcula x e y para que se verifique:
2u-v=w.

20—v=w — 2(3,2) = (%5)=(8,3) = (6,4)—(x,5)=(8,7)

6-x=8 = x==-2
C-x-D=6)<__

Luego: x=-2, y=-1
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a1 Dados los vectores u 5,-3), v (1,3) y w (2,0), calcula el valor de m y #n para que

se verifique: u=mv +nw.
u=mv+nw = (5,-3)=m(1,3)+n(2,0)

S=m+2n| m=-1
—3=3m n=3

« 1] Calcula, en cada caso, el valor de m para que el punto P(m, —2) pertenezca a la
recta dada:

a) r: pasa por A(3,1) y B(-1,0). b)s: pasa por A(1,3) y B(1,-4).

a) P(m, —2) pertenece a la recta que pasa por A(3,1) y B(-1,0) & A, By P estin
alineados < AB // BP.
AB(~4, -1)

BP(m +1,-2)

} E//ﬁ - _—4=_—1 — 8=—-m-1 —> m=-9
m+1l =2

b) P(m, —2) pertenece a la recta que pasa por A(1,3) y B(1,-4) & A, By P estin
alineados < AB // BP.

E(O,—7) - ﬁ(m—l,Z) es paralelo a AB si m—1=0 < m=1.

40.«7] Calcula m para que los puntos R(5,-2), S(-1,1) y 7(2, m) estén alineados.

41.

42,

43.

R(5,-2), S1,1) y T2, m)

RS =(=1,1) = (5,-2) = (=6, 3)

-6 3
7 2 — 2m-1)=3
ST =@m—(1,)=Gm-1| 3 m-1 (m—1)
—2m+2=3%—2m=1%m=—%

o] Comprueba si los puntos A(18, 15) y B(-43, -5) pertenecen a la recta
x—3y+27=0.

A: 18=3.15+27=0 = Aer
B: —43-3.(-5)+2720 — Be¢ r

«Calcula m y n paraquelasrectas 7:3x+my—-8=0 y s:mx—2y+3=0 se
corten en el punto P(1,5).

r: 3x+my—8=0 - 3-1+m-5-8=0 = m=1
stmx—2y+3=0 > n-1-10+3=0 = n=7
« 1] a) Calcula el valor de % para que la recta de ecuacién (£ + 3)x—y—2 =0 pase por
el punto 4(2, 0).
b) ;Cudl es la pendiente de esa recta?
a)Aer:(k+3)x—y—-2=0 = (k+3)-2-0-2=0 — 2(k+3)=2 —
— k+3=1 > k=-2
b)k=-2 = rix—y-2=0 - riy=x-2 - m=1
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44.«7] Estudia la posicién relativa de los siguientes pares de rectas y halla el punto de in-
terseccién cuando sea posible:

x= 3+ t y
3)73{y=_2_2t s:x—l:7
x=t
Priy=2e-3 S:{J’=2t
x= 3+ ¢t P.(3,-2) puntode r
a) r: - 1— L
y=-2-2¢ v,(1,-2) vector direccién de r

P.(1,0) puntode s

x—1=%5 — 1~
e 2 {vj(l, 2) vector direccién de s

% # _2—2 — v, y v, noson paralelos — 7 y s se cortan en un punto.

Para hallar el punto de corte, hallamos la ecuacién explicita de cada recta y resolvemos el
sistema formado por ambas ecuaciones:

P.(3,-2)er

V7(1,—2) - mrz_z} = riy=-2-2(x-3) = riy=-2x+4

5:x—1=% — s1y=2x-2

y=-2x+4

y=2x—-2 } El punto de corte es: M <%) 1)

b)riy=2x-3 - m,=2

x=t v.(1,2) 2
s: y:2tﬁv5 > — m=

m,=m, — r y s oson paralelas o coincidentes.

s pasa por el origen de coordenadas pero 7 no, por tanto 7 y s son paralelas.

-1
45.a 7] Determina el valor de m para que las rectas 7: %=% y st §= ym sean:
a) Paralelas. b) Perpendiculares. c) Se corten en el punto P(-1, 0).
Ly -L,0)er -1 0,1) € s
cx+l _ ) . cx _ )~ -
S T M v,(3,2) = m,=% ) m v,(2,m) — m5=%
rills = m,=m;, = %:% - ng
a) 0+l 1 7y s son paralelas si =%
+ e
(0,1) ¢ r yaque 3 %3
byrLs — v_;J_v_: - m,-m=—-1 — %-%:—1 —> m=-3
c) * P e r (obvio, por la definicién de 7)
ePes—> =L 0=1 , 1__1 5, .2
2 m 2 m
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46.a71Los puntos A(2, 1) y B(6, 4) son vértices de un tridngulo. Sabiendo que

47.

48.

49.

M(0,55 -1) es el punto medio del lado AC, calcula las coordenadas de AC y el peri-
metro del tridngulo.

A2,1), B(6,4) y C(x,y) son los vértices del tridngulo 1@]

1
. M(%, —1) punto medio del lado AC — (l, —1) = <2+_x, J) —

2 2 2
1 2+x _
7——2 — X = 1
- - 14y . — C(-1,-3)
— | = 2 % )/__
" 421) AC(-1-2 1 AC 4
C(—l,—S) - (_1_ 5_3_ ) — (_35_ )

« AB(4,3) — |AB|=y42+32=5
AC(-3,-4) — |AC|={(3)2+ (=42 =5
BC(=7,-7) = |BC|={(=7)2+(=7)2=98 =72

Perimetro de zﬁf’ = (10 + 72) unidades

« | En el segmento de extremos A(-2,-3) y B(4, 3), hallalas

B
coordenadas del punto P tal que AP = %E 0\%

A(_z) _3) 8(43 3) P(X,}/) A/
. . A
AP:%AB - (x+2,y+3)=%(6,6) - (x+2,y+3)=(4,4) —

x+2=4 x=2 P 1
- y+3=4% y:lﬁ 2, 1)

a1 Escribe la ecuacién de una recta perpendicular a 7 y que pase por (4, —3) en los
siguientes casos:

a)r: 2x+7=0 b)r: -y+4=0

A)2x+7=0 = x=—% es paralela al eje Y.

Por tanto, la recta perpendicular a 7 es paralela al eje X — y=4

Como pasa por (4, —3), su ecuacidn es y=-3 - y+3=0
b)—y+4=0 — y=4 esparalelaal ¢je X.

Por tanto, la recta perpendicular a 7 es paralelaal eje ¥ — x =4

Como pasa por (4, —3), su ecuaciénes x=4 — x—4=0

o] Estudia si las rectas 7 y s son paralelas o perpendiculares:
r:3x—5y+15=0  s:pasapor (-2,-3) y (8, 3).

r13x—5y+15=0 — m:%

R — Son paralelas
siv=(2-8-3-3)=(-10,-6) —> m:%
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50.«7] Estudia la posicién relativa de los siguientes pares de rectas:

2) r:2x—-5y+3=0 b) r:5x—4y+8=0
s: P(3,1), Q(-2,3) s: A(4,7), B(0,2)

a) *s: P(3,1), Q(=2, 3). Un vector direccién es (-5,2) — m = —%

y=1—%(x—3) — 5y=5-2x+6 = 2x+5y—-11=0

*r: 2x—5y+ 3=0
st 2x+5y—11=0

4x - 8=0 > x=2
2251320 = Sy=7 %y=% ry s secortanenelpunto(Z,%).
b)s: A(4,7), B(0,2). Un vector direccién es (—4, —5) — m=%
y=2+%(x—0) —)y=2+%x — 4y=8+5x = 5x—4y+8=0

7 y s son la misma recta.

51. e’| Halla la ecuacién de la recta perpendicular a AB en su punto medio, siendo 4 (-5, 3)
y B2,7).

A5, 3), B(2,7). Vector direccién (7,4) — m = 4. m' = —%

—-5+2
s (532 257)-(39

y=5—%<x+%> = y=5-Zx-2L o 8- 40— 14x-21 > 1dx+8-19-0

52. « 71 Comprueba que el cuadrildtero de vértices A(1, 5), B(5,1), C(-4,-3)y D(-8, 1)
es un paralelogramo. Para ello, prueba que los puntos medios de sus diagonales coinci-
den.

* Punto medio de AC: M= (%, S_TS> = (—%, 1)

: 5-8 1+1 3
* Punto medio de BD: Mpp = (T, ; ) = <_?, 1)
Los puntos medios de las diagonales coinciden.

A(1,5)

D (8/ IRAS

C(—4,-3)
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53. e Halla, en cada caso, los puntos que dividen al segmento AB en tres partes iguales:
a)A(-3,4), B(6,1) b)4(0,-2), B(9,1)

A Pl y) Qlesy) B

a)ﬁzéfﬁ N (x+3,)/—4)=%(9,—3) > (x+3,y-4)=3,-1) >

x+3=3 x=0 0
- y—d=1 - y=3% (0, 3)

AQ=248 - @3,y -4=20,3) > (K+3,y -9=(6,-2) >

Xv+3=6 X'=3 )
- y—d=2 - y=2 - Q3,2

b) AP -1 AB (x,y+2)=%(9,3) = (v y+2)=3,1) —

3

x:3 x:3

—>{ e{ - P(3,-1)
y+2=1 y=-1

AQ-24B - (v y+2)=200.3) - (ny+2)=(62) -

3
x=06 x=06 60
- y+2=2_) y=0_)Q(’ )

54. « 7] Halla la ecuacidon de estas circunferencias:

a) Centro C(0, 0) y pasa por (-3, 4). b) Centro C(1,2) y pasa por (5, 4).
a) radio: Y(0+3)2+(0-4)2=/9+16=5 b)r=y(1-5)2+2-4)2=y16+4 =420
x?+y2=25 (x—1)%+(y—2)*=20

55. a7 Dados los puntos A(0, 4) y B(-5, 0), halla el punto simétrico de B respecto de 4

y el simétrico de A respecto de B.
I3

B(=5,0)

Al

Simétrico de A respecto de B:

4 X =-10
A'=<0;x,%y>=(—5,0) 2= 7 A'(-10, -4)
4+y=0 - y=-4

Simétrico de B respecto de A:

r_ —5+x o"')’ _ _5+X=O%X=5 ’
B_<T,T>—(O,4)<y=8 B'(5, 8)
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56.a 1 Larecta r esparalelaa 5x—4y+3 =0, ylarecta s es perpendicular a ellas. Ambas
pasan por el punto (1, 3).

Escribe las ecuaciones de 7 y s.

S5x—4y+3=0 = m=%

7 es la recta de pendiente > que pasa por (1, 3):

4

r:y=3+%(x—l) —> 4y=124+5x-5 = Sx—4y+7 =0

s es la recta de pendiente _4 que pasa por (1, 3):

5

s yzs—%(x—l) — Sy=15-4dx+4 — 4x+5y-19=0

Resuelve problemas

57. a1 Los puntos A(4,5) y B(7,0) son vértices de un trapecio rectingulo que tiene dos
lados sobre los ejes de coordenadas y otro lado paralelo al eje X.

Dibuja el trapecio y halla:

a) Las ecuaciones de sus lados.

b) Su perimetro.
c) Su drea.
a) Y
rl A4,5)
0 B(7,0)
OC: x=0
OB: y=0
AC: y=5
AB: Vector direccién (3, -5) — m = —% - y= —%(x— 7) = 5x+3y-35=0

b) AC=4; OC=5; OB=7
AB={(7-4)2+(0-52=9+25=34
p:4+5+7+J3Z=16+«/3Zu

_7+4 s 11 5_55
c)A-= > 5—2 5—2 u

&9
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58. st | Estudia analiticamente si las rectas 7:3x + y= 145 s: 2x—y=11; t:4x+ 17y =3 se
cortan en un mismo punto. En caso afirmativo, calcula sus coordenadas.

* En primer lugar, hallamos el punto de corte de » y 5, P (para ello resolvemos el sistema
formado por las ecuaciones de ambas rectas).

3x+y=14

Sumando las ecuaciones: 5x=25 — x=5
2x—y=11

Sustituyendo en la ecuacién de 7 el valor de x obtenido:
3:5+y=14 = y=-1
Por tanto, P(5, —1).

e Ahora debemos estudiar si P € #:

P(5,-1)

t:4x+17y=3} 4.5417.(-1)=3 — Pe ¢

Por tanto, las rectas 7, s y ¢ se cortan en el punto P (5, -1).

59. s} Halla las coordenadas del punto D, de modo que ABCD sea un paralelogramo,
siendo A(1,-1), B(0,2) y C(6,5).

C(655)

B1(0,2) D (x,y)

A=)

e Punto medio de AC:

-1
MTE NS

e Punto medio de BD:
0 y+2
MBD = <x; ) )

Los puntos medios de las diagonales deben coincidir.

§:3 oo
ye2 El punto D tiene coordenadas D(7, 2).

=2 > y=4-2=2
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60.a1 | Dibuja un paralelogramo que tenga dos de sus lados sobre las rectas y=3x e y=0
y un vértice en el punto P(6, 3).

a) Halla las ecuaciones de los otros dos lados.

b) Di cudles son las coordenadas de los otros vértices.

y=3x
R ,"_I_>(6, 3)
0 Q =0
a) OR: y=3x
0Q: y=0
PR: y=3

PQ: y=3+3(x—-6) > y=3+3x—18 = 3x—y—-15=0
b) 0(0, 0), Q(5,0), R(1,3), P(6,3)

61. s Desde una estacién maritima se observan en un radar dos barcos navegando. Uno
estd en el punto P (4, 3) y sigue la direccién del vector u(5, 2), y el otro sigue la tra-
yectoria de la recta 4x— 10y = 17. ;Es posible que choquen?

Los barcos siguen las trayectorias de las siguientes rectas:

si4x—10y=17 — 5:10y=4x-17 —)5:_)/=%X—%

P4,3) e r
Py 2 %;"y=3+;(x—4)—>r')/=;x+Z
" lu(5,2) vector direccién — m == ) 5 ' 5 5

5
Las rectas 7 y s son paralelas ya que tienen la misma pendiente y sus ordenadas en el origen

son distintas, por tanto, no es posible que los barcos choquen.

62. e | Dado el tridngulo de vértices A(-5, 4), B(4,1) y C(-1,-2), halla:
a) Las ecuaciones de los tres lados.
b) El punto medio del lado AC.

c) La ecuacién de la mediana del vértice B.

a) Al(s,4) * Lado AB:

VBBM’ 1 Vector direccién (9, =3)//(3, -1) — m = —%
/

\/ y=1—%(x—4)—>3y=3—x+4%x+3y—7=0

C(=1,-2)
e Lado AC:
Vector direccién (4, —6)//(2, -3) — m = —%

y=—2—%(x+1) — 2y=—4-3x-3 = 3x+2y+7=0
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e Lado BC:

Vector direccién( 5,-3) = m-= 3

5
y—l+—(x 4) = 5y=5+3x-12 = 3x—-5y-7=0

b) My = (‘52— L %) - (-3, 1)

¢) La mediana que corresponde a B pasa, también, por el punto medio de AC, My . Su
vector direccién es (7,0) — m=0

y=1+0(x+3) = y=1

x=2+t

y=1-1

puntos donde 7 corta a los ejes de coordenadas.
{x=2+t {P(2,1)e r

°r

v(1,-1) vector direccion — m =-1

e ] Dada la recta 7: { , calcula la longitud del segmento AB siendo A y B los

: - -
y=1-¢

= riy=1-1x-2) = rny=—x+3

* Hallamos las coordenadas de los puntos en los que 7 corta los ejes de coordenadas:

y=—x+3
A= 0 — 0=—x+3 > x=3 = A3,0)
)}:

y=—x+3
B= 0 — y=0+3 > y=3 — B(0,3)
X =

« AB=|AB|=|-3,3)={(-3)% +3% =18 =32

64. a1 | Comprueba que el tridngulo de vértices A(1, 3), B(4,1) y C(3, 11/4) es isosceles

y calcula la medida de la altura relativa al lado desigual.

* Para comprobar que el tridngulo es isdsceles, hallamos las longitudes de sus lados teniendo
en cuenta que:

AB = (3,-2), AC = (2,—2 y ﬁ=<—1,%>

Por tanto:

AB=|AB|=\3%*+(-22=13
AC - | AC|= |22 f
BC | BC| - 4/<_1)2 F %

Por tanto, el tridngulo ABC es isésceles y el lado desigual es AB.
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e Sea h la altura relativa al lado desigual AB. Como el tridngulo es is6sceles, h corta el
lado AB en su punto medio M. Por tanto, la medida de la altura relativa al lado desigual

es |CM|.

win) = w252 T

11 M\
BN CM<2—3,2—£>=CM<_i,_i> |
M(52> 2 20 4
25
2 2
il J-LY L (L3) - 13413
|CM|‘\/<_2> +< 4> “V16~ 4

Por tanto, la altura relativa al lado desigual mide @

4

un paralelogramo, del que sabemos que las diagonales se cortan
en M(2,1). Halla las coordenadas de los vértices C y D.

Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio,
por tanto, M es el punto medio de AC y BD.

* M(2,1) esel punto medio de A(0,4) y Cl(x, y):

2-X

2 x=4
(2,1)=<M,ﬂ>e fey —>{ , = C4.-2)
1= — 2

2 2 -
2
e M(2,1) esel punto medio de B(-1,0) y D(x, y):
. 2=—12+x 5
[=1l+x Yt -
(2,1)_< PR >+ i _>{y=2_>D(5’2)
T2

« | En el tridngulo de vértices A(1,5), B(4,0) y C(-2,-2), halla:
a) La ecuacién de la altura que parte de A.

b)La ecuacién de la altura que parte de B.

c) El punto de corte de las alturas (ortocentro).

a) La altura que parte de A es la recta, 7, perpendicular a BC que pasa por A:

R:(—G, 2)Lr > ;(2,—6) vector direccién de » — m, =-3
A(l,5) € r
riy=5-3(x-1) = riy=-3x+8

b) La altura que parte de B es la recta, s, perpendiculara AC que pasa por B:

E(—fi, -)Ls —> ;(7, -3) vector direcciénde s — m, = —%
B(4,0) € s

s:9=0-=(x—-4) - 5:y=—%x+%
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c) y=-3x+38
3 12 o Bxa8=—Dx+1Z 5 D1x+56=3x+12 —
J=—SX+-—= 7 7
7 7
— —18x=-44 %x=2—92
Sustituimos x en la ecuacién de r:
__3.22 _2
y=-3 9 +8 =y 3

El ortocentro es <%, %)

67. x| Calcula las coordenadas de un punto P que tiene la abscisa igual a la ordenada y
que equidista de los puntos 4(2,0) y B(0, 4).

* P tiene igual la abscisa y la ordenada — P (4, 2)
* P equidistade A(2,0) y B(0,4) — dist (A, P) = dist (B, P) — |ﬁ| = |E’)|

ﬁ(ﬂ—z,ﬂ) s
. AP|=| BP| — D2+’ =t+(a-4? >
BP(ﬂ,a—4)}| |=] | Ja=22+a=a? +(a—4)

- @-2%+a?=P+(a-4?* —
- &*—bda+4=a>-8a+16 —
— 4a=12 = a=3

El punto que buscamos es P(3, 3).

68. e | En el tridngulo de vértices A(-1, 1), B(3,4) y C(3,0), halla:

B(3,4)
a) La ecuacién de la mediatriz de BC.
A-1,1
b) La ecuacién de la mediatriz de AC. ( d
¢) El punto de interseccién de las mediatrices (el circuncentro del | €G30

triangulo).

a) La mediatriz de BC es la perpendicular a BC por su punto medio, Mp.

MBC=<3;3> 4;()):(3,2)

La recta que contiene a BC es x = 3. Su perpendicular por (3, 2) es y = 2, mediatriz de
BC.

b) My = (-1;3,1;_0>=<1,%)

La recta que contiene a AC tiene vector direccién (4, -1) — m=—

1
4
Pendiente de la perpendicular a AC, m'= 4.
Mediatriz de AC: y = % +4(x—1) > 2y=1+8x—8 — 2y—8x+7=0
¢) Circuncentro, P:

y=2

11
4-8 =0 8x=11 =
2y—8x+7=0} x + 7 — 8x - x

8
Las coordenadas de P son <181’ 2).
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69. el Prueba que el cuadrildtero de vértices
A(4’ 2)’ B(_Z’ S)’ C(_Ss 2) Yy D(—2, —4)

es un trapecio isosceles y calcula su perimetro.

* Probamos que BC es paralelo a AD hallando las pen-
dientes de las rectas que los contienen: B2.5)

A4, 2)
mpc: vector direccién (-3, -3) — mpeo=1 €52

myp : vector direccion (-6, —6) — myp =1 /

D (-2, -4)

* Probamos que AB = CD:
|AB|=\(2-4)2+(5-2)%=\36+9=45-35
|CD|=/(=5+2)2+2+4)%=9+36=445=3/5

Por tanto, el trapecio ABCD es isdsceles.

® Perimetro:

|BC|=V(c2+5)2+(5-2)2=9+9 =18 =342
IAD|=(4+2)2+(2+4)2=36+36=36-2-642

P=3J5+3/5+3/2+6y2=6/5+9{2u

70. a1 Halla, en cada caso, la ecuacién de la circunferencia concéntrica con la dada y cuyo
radio mida la mitad:

a)x?+(y-5)2=36 b) (x-4)%+ (y +3)?=12
a) Centro, (0, 5); radio, 6.

La circunferencia con centro en (0, 5) y radio 3 es: x2 + (y—5)>=9
b) Centro (4, —3); radio, 412.

La circunferencia de centro (4, —3) y radio @ es:

2
2
(x—4)2+(y+3)%= (@) - (x—4)2+(+3)?=3

71. =] Halla la ecuacién de la circunferencia de didmetro PQ, siendo P(-5,2) y Q(3,-6).

El centro de la circunferencia es el punto medio de PQ, M = (_52+ 3 , 22;6> =(-1,-2).

El radio es la mitad de |PQ|:
1PQ| = J(3+5)2+(=6—-2)2 = J6h + 64 = 2- 64 = 8,2
Radio = 442
Ecuacién: (x+ 1)% + (y + 2) = (442)?
(x+1)2 +(y+2)? =32
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72. sl Determina el centro y el radio de las circunferencias siguientes:

73.

74.

75.

A)x2+y2+6x+2y+6=0 b)x2+y2+8x-2y+12=0
a)x2+y2+6x+2y+6=0 - x2+6x+9+y2+2y+1=—6+9+1 -
- (x+3)2+(y+1)2=4
Circunferencia de centro C(-3, 1) y radio r= V4 = 2.
b)x? + 92 +8x—2y+12=0 = x>+ 8x+16+y*-2y+1=-12+16+1 —
- (x+4)?2+(y-1%=5
Circunferencia de centro C(-4, 1) y radio J5.

= | Halla los puntos de corte de la circunferencia (x— 3)% + y2 =29 con la bisectriz del
primer cuadrante.

Tenemos que hallar los puntos de corte de la circunferencia (x—3)% + 2 =29 con la bisectriz
del primer cuadrante que es la recta de ecuacién y = x.

(x—3)2+y2=29
y=x

— (x=3)%+x%=29 = x*—6x+9+x%2=29 —

— 2x2-6x—20=0 = x?-3x-10=0 —
3+09+40 347 <x=5 — y=5

B 2 ) x==-2 — y=-2
Los puntos buscados son A(5,5) y B(-2, -2).

— X

a' ] Calcula % para que el punto (-3, &) pertenezca a la circunferencia:
(x—1)2%+ (y+ 2)2=25

(x—1)%2+ (y + 2)2 =25

(3-12+k+2)2%=25 > 16+k>+4k+4-25=0 — k2 +4k-5=0

k=-5
k= 2i6 </e=1

Hay dos soluciones, £=-5, k= 1.

e ] Las rectas 7:x—y+1=0; s:x+y+9=0y t:4x—y—14 =0 forman un tridngulo
ABC. Halla las coordenadas de los vértices.

Los vértices del tridngulo son los puntos donde se intersecan las rectas.

x—y+ 1=0
rNsy x+y+ 9=0 rN s: A5, —4)
2x +10=0 > x=-5, y=-4
x—y+ 1=0] =x+y—- 1=0
rﬂt{4x—y—l4=0} 4x —y—14=0 r M t: B(5,6)
3x -15=0 = x=5, y=6
x+y+ 9=0
sNtidxe—y—14=0 sNtC>1,-10)
5 - 5=0 > x=1, y=-10
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76. e Dados larecta r: x—2y +1 =0 y el punto A(~1, 5), halla el punto simétrico de 4

77.

respecto de 7.

El punto simétrico de A respectoa r, A’ es el punto simétrico de A respecto de un punto
M, que es el punto de corte de 7 con la recta perpendicular a 7 que pasa por A.

i e
\

* Determinamos, en primer lugar, la ecuacién de la recta s, perpendiculara » que pasa por A:

rix—2y+1=0 — r:y=%x+% — mrz% — m,=-2

A(-1,5) € s
- s1y=5-2(x+1) = s:y=-2x+3 = s:2x+y-3=0

* Hallamos el punto de corte de 7 y s:

x—2y+1=0} x—=2y+1=0

S5x -5=0 2> x=1 >1-2y+1=0 = y=1
Luego, M(1, 1).

* El punto M(1, 1) esel punto medio entre A(-1,5) y A'(x, y) siendo A" el punto simé-
trico de A respecto a 7:

A(_ls 5) 5 —].2"|'x =]. X_3

U —1+x +.y _ - i
A @yt — ) )-(1,1)% Sty - y=-3 — A'(3,-3)
M(1,1) — =1

Por tanto, el punto simétrico de A respectoa r es A'(3, -3).

= | Demuestra analiticamente que el punto B(6, 4) es el punto simétrico de A4 (-2, 2)
respecto de la recta 4x+ y—11=0.

Veremos que la recta que pasa por A y B, s, es perpendiculara 7:4x+y—11=0 yqueel
punto medio del segmento AB pertenece a 7.
e ridx+y—11=0 = rny=—4x+11 > m,=—4
A(=2,2)
B(6, 4)

« A(=2,2) 2+6 2+4
B(6,4)}M< 75 )—)M(Z,B)

}%E(S,Z)%ng:% s

em==1 = r Ls

M(2,3)

4.2 —-11=0 M
r:4x+y—11=0} +3 - €7

Por tanto, B es el simétrico de A respecto a 7.
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Problemas “+”

78. smll Dibuja el cuadrilitero de vértices 4(-3,-2), B(-2,3), C(3,5) y D(12, 3). Com-
prueba si es un trapecio.

Si no lo es, rectifica las coordenadas del punto D para que lo sea.
C
Br D

A

El cuadrildtero ABCD es un trapecio si tiene un par de lados paralelos. Gréficamente se ve
que AB no es paralelo a DC. Estudiemos qué ocurre con AD y BC:

A(=3,-2) .

D(12.3) } — AD(15,5)

B(-2,3) .

CG.5) } — BC(5,2)

%x% — AD noes paralelo a BC — noesun trapecio
Si tomamos D (12, 4), entonces:

A(=3,-2)

D(12, 4) } — AD(15,6)=3-BC — AD// BC — ABCD es un trapecio.

79. el Determina el punto de la recta 7: 4x — 8y + 7 = 0 que equidiste de los puntos
A2,1) y B(1,-3).

*r:i4x—8y+7=0 — riy= L+ 7 - Las coordenadas de un punto P e r son dela

2 8
forma P (x, %x + %)

* P equidistade A(2,1) y B(1,-3):
dist (A, P) = dist (B, P) — |AP|=| BP|

AP =[x — 2 lx_L
_< ) 8)
*)_ 1 31
BP-(x—l,—2x+—8>

%\/(x—2)2+(% % \/(x—l 1x+%> -

%x—4x+4+lx2—ix+— 2x+1+ix2+£x+£%

4 64 4 8 64

| AP|=| BP| —

_ __ oL L) opla L
— —6x=12 —> x= 2%P< 2,2 (2)+8>_P( 2, 8)

El punto buscado es P(—Z, —%)
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80. s Tenemos una parcela irregular representada en unos ejes de coor-

. 2 . 41
denadas como indica la siguiente figura: ErEEn

Queremos dividirla en dos partes de igual drea mediante una recta que
pase por el origen de coordenadas. ;Cudl serd la ecuacién de esa recta?

5
4] P Area parcela = 17 u?
- ‘ 5+b 5 17 2
% Area trapecio = > -3=7 - bzg
5

Coordenadas del punto P: <5 - %, 3> = (?, 3)

y cope D 9 -
Ecuacién de r: m = 13" 130 y=mx —> y= 3%

3

Reflexiona sobye Ia teoria

81. «1] ;Verdadero o falso? Justifica tus respuestas.
a) Dos vectores con la misma direccién no se pueden sumar.
b) Dos vectores opuestos tienen igual direccién.
©)Si u=kv,y k<0, entonces u y v tienen distinta direccién.
d)Si u= —;, entonces u y v tienen igual médulo.
e) La ecuacién x2 + y2 + 25 = 0 representa una circunferencia.
f) Larecta 3x +y=0 es perpendiculara y= %x +1.

g) Las coordenadas del punto medio de un segmento de extremos P(x;,y;) y Q(xy, 35)
son:

X1+)Y1 X2t)>
w2,
2 2

a) Falso: se pueden sumar vectores de la misma o de distinta direccién.
b) Verdadero: —u= (=1)- u
¢) Falso: tienen la misma direccién y sentidos contrarios.
d) Verdadero.
e) Falso. La ecuacién de una circunferencia de centro C(a, 6) y radio r es:
(x—a)?+(y—56)*=r?
y x2+ 9% +25=0 no se puede expresar de esa forma.
f) Verdadero:
3x+y=0 = y=-3x > m=-3

y= %x 1 = e % m-m'=-1 — son perpendiculares.

Xpt+xy J1t+)2
g) Falso, es M( ) )
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o[ Sabes que la expresién ax + by + ¢ = 0 es la ecuaciéon de una recta. Di cémo es la
recta en los siguientes casos:

a)a=0

b)6=0

cc=0

d)a=0,c=0

a) by + c=0 es paralela al eje X.
b)ax + ¢ =0 es paralela al eje Y.
c) ax + by = 0 es una recta que pasa por el origen de coordenadas, (0, 0).

d)by=0 — y=0. Eseleje X

« ] Si dos rectas 7, y 7, son perpendiculares, ;cudl de estas condiciones cumplirdn sus
pendientes?

a)my = 1
my

b) m; = -m,

c)my-my=-1

d)m1+m2=—1

La condicién ¢): my - my = —1.

84. a1 ;Cudl de estas expresiones nos da la distancia entre P(x;,y;) y Q(xy, y,)?

a) (xy —x1) + (9~ 1)
b) /(e + )% = (2 + 31
0 «/(xl—xz)z’f(ﬁ—.)’z)z

d)|x2— x1| + b’z—J’1|

Lac), \/(xl —xz)2 + (0 —yz)z.
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Informate
Espacios de muchas dimensiones

¢ Calcula la distancia entre los puntos del espacio 4(6,-3,7) y B(5, -5, 5).
AB=(5-6,-5+3,5-7) = AB=(-1,-2,-2)
dist (A, B) = |[AB|={(=1)% + (-2)% + (-2)2 =9 = 3

* Calcula, también, el punto medio del segmento AB.

Punto medio de AB:

6+5 —3+(=5) 7+5> <11 >
M(z’ ) —>M2,—4,6

Observa, veflexiona y decide
Zonas de pasto

* Tomando como centro de coordenadas la argolla y como eje de abscisas la valla, ;qué zona
del prado delimita cada sistema de inecuaciones?

a) x2 +_y2 < 62 b)x2 +y2 > 62
y>0 y>0
(.1\c—8)2+(y—2)2242 (x—8)2+(y—2)2542
c)x2+_)/2262 d).962+312$62
y>0 y>0
(x—8)2+ (y-2)2 242 (x—8)2+ (y-2)2 <42
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Entrvénate resolviendo problemas

* Halla el 4rea de la parte coloreada.

/=10 cm

El 4rea que buscamos es el doble de la que estd coloreada en esta figura:

Calculamos primero el lado del cuadrado interior:

Lado = 52 +52=y50 =542 cm

10 cm

/=

Acpeno =1 - 5% =251
e 5 La diferencia es 25(1 — 2).
ACUADRADO INTERIOR — 5 ‘/E) =25-2

El 4rea pedida es A =2 -25(1 —2) = 57,08 cm?

* Tomando como centro cada uno de los vértices de un tridngulo equi-
latero, se han trazado tres arcos de radio 4 cm, como indica la figura.

Halla el drea de la zona coloreada.

La parte no coloreada es medio circulo de radio 4 cm.

Calcularemos el drea del tridngulo, el drea del semicirculo y, finalmente, el drea de la zona co-

loreada.

La altura del tridngulo es « = {82 — 4% =443 =6,93 cm

8443
ATRIANGULO = % = Tf = 16*/3 =27,71 sz
2
“ N ASEMICfRCULO =Z 24 =8 =25,13 sz

APARTE COLOREADA — 16‘/3 —8n=2,58 sz
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* Halla la superficie del hexdgono.

Altura del tridngulo = V22 -1%2-/3 cm

7 V3
" 243
ATRIANGULO = T = ‘/3 sz
El 4rea del hexdgono es % de la del tridngulo.
AHEXAGONO = 23‘/3 =L,15 sz

* Calcula el 4rea de un hexdgono regular sabiendo que tiene el mismo perimetro que un
tridngulo equilétero cuya superficie mide 12 cm?.

Para que el perimetro de un tridngulo equildtero sea igual que el de un hexdgono regular, el lado

del primero debe ser el doble que el del segundo.

/N
[\

El 4rea del tridngulo es 4 dela del hexdgono. Por tanto: A

6

0 12218 cm?

HEXAGONO — 4

* Calcula la longitud del segmento AB.

A

Las dos diagonales del rectdngulo son iguales.

Por tanto:

4 B3 AB = radio de la circunferencia = 3 + 4 = 7 unidades.

* Halla el perimetro externo de toda la figura, sabiendo
que el radio de la circunferencia menor es =1 cm.

El radio de la circunferencia grande es: J124+12=/2 cm

El perimetro estd formado por media circunferencia pe-
quena y tres cuartos de circunferencia grande. Por tanto,
su longitud es:

;-<z.n.1>+2-<2-n-ﬁ>=n~(1+3f>=9,81cm
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Autoevaluacion

1. Dados los vectores u (4, —2) y v(=2,-1):

> > >

a) Representa los vectores u+v; u—v; 1y y —3v y halla sus coordenadas.

2

b) Calcula las coordenadas del vector w =2u + 3v.

NS W+v=(4,-2)+(=2,-1)=(2,-3)
H+7 v
G u-v=(4-2)-(-2,-1)=(6,-1)
1oLy -0 -
%a N Eu_2(43 2)_(25 1)
L3y >
—3v=-3(=2,-1)=(6,3)
v

B)w=2u+3v = w=2(4-2)+3(2,-1) = w=(8, -4 +(=6,-3) = w=(2,-7)

2. Representa los puntos A4 (-5, 0), B(0,2), C(3,7) y D(-2,5) y comprueba analitica-
mente que el punto medio de AC coincide con el punto medio de BD.

’C

DQ

MX

O' B

Al
Punto medio de AC: M<_5+3, 0+7> - M(—l,l)
2 2 2

Punto medio de BD: M(O+2(_2), 2;5) - M(—l,%)

3. Halla el simétrico de P(-7,-15) respecto de M (2, 0).
Sea Q(a, b) el simétrico de P respecto de M. M es el punto medio de PQ.
(T +a —15+b>_ T +a=4 — a=11
MPQ’( 2 0 2 ‘(2’0)<_15+b=o - b=15
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4. Halla el valor de £ para que los puntos A(1,-5), B(3,0) y C(6, k) estén alineados.

Para que A, B y C estén alineados, debe ser ABIIBC y, por tanto, sus coordenadas pro-
porcionales.

AB=(,0)-(1L,5)=25)| 5 5, 15
BC =6,k -(3,00=3,k | 3 & )

5. Escribe las ecuaciones vectorial, paramétricas, en forma continua y explicita de la recta

que pasa por el punto P(3,-2) y tiene por vector direccién d (-1, 5).

ECUACION VECTORIAL: 5() = a; + fa)
(X,_)/) = (3; —2) t+1: (_la 5)

x=3—-1¢1
ECUACIONES PARAM}’ETRICASZ

y==2+5t

x-3 J+2

ECUACION CONTINUA:

-1 5
ECUACION EXPLICITA: Despejando y en la ecuacién anterior:

S5x—15=—y—-2 = y=-5x+13

6. Obtén las ecuaciones de las rectas 7 y s y su punto de interseccién:
r pasa por (-3, 2) y es perpendiculara 8x—3y + 6 =0.
s pasa por (9, —5/2) y es paralelaa 2x+y—-7=0

* La pendiente de 8x—3y+6=0 es m = %
La pendiente de 7 es m'=—%.
r:y=2—%(x+3) — 8y=16-3x-9 — 3x+8y-7=0

* La pendiente de s es m =-2.
s:y=—%—2(x—9) — 2y=-5-4x+36 — 4x+2y-31=0

¢ Punto de corte:
{3)6 +8y— 7=0

9 yo_2
dxv2y—31-0 71 IV=73

Las rectas se cortan en el punto (9, —%)

7. En el tridngulo de vértices A (-2, 2), B(0,7) y C(6,4), halla la ecuacién de la mediana
que parte de B.

La mediana que parte de B pasa por B y el punto medio del segmento AC.

MAC=<_2+6 2+4>=(2’3)

2 72
x—0 y—7

2-0 3-7

Ecuacién de la mediana: — —4x=2y-14 = 2x+y-7=0
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8. Calcula la longitud de los lados del tridngulo de vértices A(~4, 1), B(6,3) y C(-2,-3).
AB =(10,2); AC =(2,-4); BC =(~8,—6), por tanto:
AB =| AB| =102+ 22 = /104 =226
AC=|AC|={22+(4?=120-25
BC =| BC|={(-8)? +(~6)2 = 100 = 10

9. Estudia la posicién relativa de estas rectas:

ri2x+y-2=0 s:x+%y=1

ri2x+y—-2=0 2> x+%y—l=0 — x+%y=1
Son la misma recta.

s:x+%y=1

(*) Dividimos por 2.

10. Halla la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro en el punto C(0, -3) y pasa
por el punto A4(3, 0).

* Radio de la circunferencia = dist (A4, C) = |/TC>| = \/(0 —-3)24+(-3-0)2=/9+9 =418

e Centro — C(0,-3)

: (x—0)? 2 o202 Gy
Radio — r=418 }%C'(X 0°+(y+3)7=18 = c:x“+y°+6y—9=0
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Autoevaluacion

1. Dados los vectores u (4, —2) y v(=2,-1):

> > >

a) Representa los vectores u+v; u—v; 1y y —3v y halla sus coordenadas.

2

b) Calcula las coordenadas del vector w =2u + 3v.

NS W+v=(4,-2)+(=2,-1)=(2,-3)
H+7 v
G u-v=(4-2)-(-2,-1)=(6,-1)
1oLy -0 -
%a N Eu_2(43 2)_(25 1)
L3y >
—3v=-3(=2,-1)=(6,3)
v

B)w=2u+3v = w=2(4-2)+3(2,-1) = w=(8, -4 +(=6,-3) = w=(2,-7)

2. Representa los puntos A4 (-5, 0), B(0,2), C(3,7) y D(-2,5) y comprueba analitica-
mente que el punto medio de AC coincide con el punto medio de BD.

’C

DQ

MX

O' B

Al
Punto medio de AC: M<_5+3, 0+7> - M(—l,l)
2 2 2

Punto medio de BD: M(O+2(_2), 2;5) - M(—l,%)

3. Halla el simétrico de P(-7,-15) respecto de M (2, 0).
Sea Q(a, b) el simétrico de P respecto de M. M es el punto medio de PQ.
(T +a —15+b>_ T +a=4 — a=11
MPQ’( 2 0 2 ‘(2’0)<_15+b=o - b=15
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4. Halla el valor de £ para que los puntos A(1,-5), B(3,0) y C(6, k) estén alineados.

Para que A, B y C estén alineados, debe ser ABIIBC y, por tanto, sus coordenadas pro-
porcionales.

AB=(,0)-(1L,5)=25)| 5 5, 15
BC =6,k -(3,00=3,k | 3 & )

5. Escribe las ecuaciones vectorial, paramétricas, en forma continua y explicita de la recta

que pasa por el punto P(3,-2) y tiene por vector direccién d (-1, 5).

ECUACION VECTORIAL: 5() = a; + fa)
(X,_)/) = (3; —2) t+1: (_la 5)

x=3—-1¢1
ECUACIONES PARAM}’ETRICASZ

y==2+5t

x-3 J+2

ECUACION CONTINUA:

-1 5
ECUACION EXPLICITA: Despejando y en la ecuacién anterior:

S5x—15=—y—-2 = y=-5x+13

6. Obtén las ecuaciones de las rectas 7 y s y su punto de interseccién:
r pasa por (-3, 2) y es perpendiculara 8x—3y + 6 =0.
s pasa por (9, —5/2) y es paralelaa 2x+y—-7=0

* La pendiente de 8x—3y+6=0 es m = %
La pendiente de 7 es m'=—%.
r:y=2—%(x+3) — 8y=16-3x-9 — 3x+8y-7=0

* La pendiente de s es m =-2.
s:y=—%—2(x—9) — 2y=-5-4x+36 — 4x+2y-31=0

¢ Punto de corte:
{3)6 +8y— 7=0

9 yo_2
dxv2y—31-0 71 IV=73

Las rectas se cortan en el punto (9, —%)

7. En el tridngulo de vértices A (-2, 2), B(0,7) y C(6,4), halla la ecuacién de la mediana
que parte de B.

La mediana que parte de B pasa por B y el punto medio del segmento AC.

MAC=<_2+6 2+4>=(2’3)

2 72
x—0 y—7

2-0 3-7

Ecuacién de la mediana: — —4x=2y-14 = 2x+y-7=0
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8. Calcula la longitud de los lados del tridngulo de vértices A(~4, 1), B(6,3) y C(-2,-3).
AB =(10,2); AC =(2,-4); BC =(~8,—6), por tanto:
AB =| AB| =102+ 22 = /104 =226
AC=|AC|={22+(4?=120-25
BC =| BC|={(-8)? +(~6)2 = 100 = 10

9. Estudia la posicién relativa de estas rectas:

ri2x+y-2=0 s:x+%y=1

ri2x+y—-2=0 2> x+%y—l=0 — x+%y=1
Son la misma recta.

s:x+%y=1

(*) Dividimos por 2.

10. Halla la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro en el punto C(0, -3) y pasa
por el punto A4(3, 0).

* Radio de la circunferencia = dist (A4, C) = |/TC>| = \/(0 —-3)24+(-3-0)2=/9+9 =418

e Centro — C(0,-3)

: (x—0)? 2 o202 Gy
Radio — r=418 }%C'(X 0°+(y+3)7=18 = c:x“+y°+6y—9=0
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