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REFLEXIONA Y RESUELVE

A vueltas con la noria

B Modificando la escala, representa la funcion:
x: tiempo transcurrido
y: distancia al suelo

correspondiente a cuatro vueltas de la noria.

DISTANCIA AL SUELO

AN -

< >

1 vuelta

DISTANCIA AL SUELO

/\/\/\/\/ O

1 vuelta 2 vueltas 3 vueltas 4 vueltas

Muchas, muchas amebas

a) Calcula el niimero aproximado de amebas que habra segiin pasan las horas y
completa esta tabla en tu cuaderno:
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b) Representa graficamente estos datos en N DE AMEBAS
una hoja de papel cuadriculado. 40
30
20
10

e ¢ TIEMPO

1 2 3 4 5 6 (horas)

c) Cambia los ejes y representa la funciéon cuyas variables sean, ahora:
x: nimero de amebas

y: tiempo (en horas)

b) N DE AMEBAS

60

50

40

30

20

10

TIEMPO (horas)

C) TIEMPO (horas)

6

5

4

N.° DE AMEBAS
10 20 30 40 50 60

Desintegracion radiactiva

a) Completa la tabla siguiente (utiliza la calculadora para obtener los valores con
tres cifras decimales):

TIEMPO (afios 0 1 2 3 4 5 6

sustancia (kg) | 1 0,5 0,250 0,125
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UNIDAD | 5

b) Representa graficamente los datos en papel cuadriculado.

PESO
1,000¢ (en kg)

0,500
0,250
TIEMPO
0,100 (en anos)
123456

c) Cambia los ejes y representa la funciéon cuyas variables son, ahora:
x: peso de la sustancia radiactiva (en kg)

y: tiempo transcurrido (en afios)

2 TIEMPO (afios 0 1 2 3 4 5 6

SUSTANCIA (kg) [ 1 05 0,250 0,125 0,063 0,031 0,016

b) . o)
PESO (ke) TIEMPO (anos)
1,000 6
5
\ i\
\ 3
2 ey
0,500 1 N
\ —— PESO (kg)
\ 0,100 0,500 1,000
\
0,100 \\
TIEMPO (aios)
123456
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1.Si f(x) =x2-5x+3 y g(x) = x2, obtén las expresiones de f[g(x)] y
gLf ()]
Halla f[g(4)] vy glf (D]

flg@ol = flx? = x* - 5x2 + 3
g[f(0)] = g [x? = 5x + 3] = (x? = 5x + 3)?

Slg®l=179; glf D=1

Unidad 5. Funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas




2.Si f(x)=senx, g(x)=x%+5, halla fog, gof, fofy g-g. Hallaelvalorde
estas funcionesen x=0 y x=2.

Sog) =sen(x?+5); fog(0)=-096; [fog(2) =041
gof) =sen’x+5; gof(0) =5, gof(2) =583

o f) = sen(sen x); fof(0)=0; fof(2)=0,79
o8 =(?+57%+5 gog(0)=30; gog(2) =86
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1. Representa y = 2x, y = x/2 y comprueba que son inversas.

2. Comprueba que hay que descomponer y = x2—1 en dos ramas para hallar sus
inversas respecto de la recta y = x. Averigua cuales son.

Ay=x>-1s x=20 b)y=x?—-1 si x<0

ypl=Ax+1 yl=—Ax+1

Y , Y

== T \\
ER \
\

3.8 f(x)=x+1y g(x)=x—1, comprueba que f[g(x)] = x. ¢Son f(x) y g(x)
funciones inversas? Comprueba que el punto (a, a + 1) esta en la graficade fy
que el punto (a + 1, a) esta en la grafica de g. Representa las dos funciones y
observa su simetria respecto de la recta y = x.

flel=fx-D=x-D+1=x
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Son funciones inversas.
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1. La masa de madera de un bosque aumenta en un 40% cada 100 afios. Si toma-
mos como unidad de masa vegetal (biomasa) la que habia en el aiio 1800, que
consideramos instante inicial, y como unidad de tiempo 100 afios, la funciéon
M = 1,4" nos da la cantidad de masa vegetal, M, en un instante cualquiera,
expresado en siglos a partir de 1800 (razona por qué).

a) Averigua cuando habra una masa de madera triple que en 1800 (1,4'=3) y
cuando habia la tercera parte. Observa que los dos periodos de tiempo son
iguales.

b) Calcula la cantidad de madera que habra, o habia, en 1900, 1990, 2000, 1600
y 1550.

M=14
a) ® Buscamos el valor de ¢ para el cual 1,4’ = 3:

n3
n 14

Cuando pasen 3,27 - 100 = 327 anos, se habra triplicado la masa de madera. Esto
es, en el ano 1800 + 327 = 2127.

14=3 > mn(14D'=m3B) - tln(QD=m3B) — 1= =327

1
e Buscamos el valor de ¢ para el cual 1,4 = 3 =371

L4'=3" > A4 =3 = th Q) =-In(3) — 1=~ hlan134 )

Hace 3,27 - 100 = 327 anos, habia la tercera parte de masa de madera. Esto es, en
el ano 1800 — 327 = 1473.

-3,27

b) 1900 — t=1 — M=14'=14

1990 — 1800
1990 — t= 1990 — 1800 _ 1,9 - M=14%=1,90
100
2000 — 1800
2000 — t=T=2 — M=1,4%*=1,96
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_ 1600 — 1800

1 -2 M=142%2=051

600 — ¢ 100 - , 0,5
1550 — 1800 -

1550 — t= SST =25 > M=142>=043

2. Comprueba que, en el ejemplo anterior referente a la desintegracion de una
cierta sustancia radiactiva, M = m - 0,76! (¢ expresado en miles de afios), el
periodo de semidesintegracion (tiempo que tarda en reducirse a la mitad la
sustancia radiactiva) es de, aproximadamente, 2 500 afios.

Para ello, comprueba que una cantidad inicial cualquiera se reduce a la mitad
(aproximadamente) al cabo de 2500 afios (Z = 2,5).

M=m- 0,76
Si t=0 - M=m-0,76°=m

< m
Si =025 — M=m«0,762v>zm-o,5=?

La cantidad inicial se ha reducido (aproximadamente) a la mitad en 2500 anos.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Composicion y funcién inversa

1 | Dadas las funciones f(x)=x+3 y g(x) = 573" halla:

a) f1g(2)] b) g/ (1] o) flg(x)] D g[f(x)]
D f1g@1 =252 | -5 =545 -8

5-2

b) glf-D] = g1 +3) = >

-5

O flg (] =f(57’“) T
D glfGol = glxc + 3) = S(XT”)

2 |Si f(x)=2x+3 y g(x)=x2-2x obtén la expresion de las siguientes fun-
ciones:

a)feog b)ge f ASfef dge-g

) fo g =flg] = f(x? - 2x) = 2(x? = 2x) +3 = 2x* —4x + 3

b) go flx) = gl2x + 3] = 2x +3)> = 22x +3) = 4x*> +8x + 3

Q) fo flw)=fQRx+3)=2Qx+3)+3=4x+9

d) go gl = glaw? = 2x) = (w2 = 2x)% — 2(x? = 2x) = x% — 4x3 + 2x2 + 4

3 | ¢Cual es la funcion inversa de f(x) = 2x —3?

Representa f(x) y f~(x) en los mismos ejes coordenados y comprueba
su simetria respecto a la bisectriz del primer cuadrante.

y=2x-3 =5 x=2y-3 = x;—B =y
O =x+3
ST >
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Considera las funciones f y g definidas por f(x)=x%2+1 y g(x) =

2=

Calcula:
A (fo 0@ b)(g- f)(3) (g @) d(fo g (x)

. _ . 1 B 1)2 ~ 5
D) (fo @) () =[lg2)] —j(§) - (5) r1-2
b) (ge f)(=3) = glf(-3)] = g(10) = 1_10
O (go 9 = glg(] =g(l) I S
X 1/x
1 1\2 1
) (fo @ (0 =flgl =j(;) - (; +1= 5 +1

Dadas las funciones f(x)=3x+2 y g(x)= \/; , halla:

a)(fo g b) (go f)(x) (g g9
D) (fo @) @) =flgl =) =3Vx +2

b) (go /) () =glf(x)] = gBx + 2) = V3x + 2

O (go @ @ =glgl = g(x) = W = ix

Con las funciones f(x) = % y g(x) = x -2, hemos obtenido por compo-
x

1
(x—2)?
expresiones corresponde a fo g ycuala go f.

sicion las funciones p(x) = y q(x) = Lz — 2. Indica cual de estas
x

(o & ()= flgll = - 12 = (fo @@ =p)

)2

(8o )W =gl =L -2 > (go )@ =qw)
X

Halla la funcion inversa de estas funciones:

a)y=3x b)y=x+7 Ay=3x-2

aAy=3x - x=3y — y=% ef-%@:%

by=x+7 = x=y+7 - y=x-7 = [)=x-7

X+ 2 X+ 2

Qy=3x-2 - x=3y-2 - y= - [l =
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UNIDAD ﬁ

8 |Dadala funcién f(x)=1+ ‘/;, halla f~1(x). Representa las dos funciones
y comprueba su simetria respecto de la bisectriz del primer cuadrante.

y=1+\/; - x=1+\/; - (x-1D%?=y = [ =(-1)7?

Y Q=12 x>1

[oe]

T~
i
<
N
N

Funciones exponenciales y logaritmicas

9 | Con ayuda de la calculadora, haz una tabla de valores de la funcion y = (%)

y represéntala graficamente.

x| 3 =2 a4 0o 1 2 3

463 278 167 1 06 036 0722

(SN

-
A\

X
10 |Representa la funciéon y = (g) . ¢Es creciente o decreciente?

Y

(S8}

\
\ &=

5 2 _ 1 p 0 Es creciente.
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Comprueba que las graficas de y = 3% ey=(%

OY.
@ Represéntalas en los mismos ejes.

12

46 | 4 | - i X
Representa las funciones:
aAy=2¥+1
b)y=2¥-3
@ Utiliza la grdfica de y =2~
2) v : b) Y i
B ] =2x:
y=[2Y41 6 y ; I
8
; J ]
) =2 g = 2"-3
[ 2 ’ /}
/
K —4 —2 2 3
5 .
| Lo y=1 R
I R A S - e yE-3
—4 — ) i X

13

X
son simétricas respecto al eje

[SV] =y

®

/—-—‘_

a)y=2%"1

_ 1x+3
b))"(;
Ay=1-2%
d)y=27~

Representa las siguientes funciones:
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a) Y I b [\ Y
6 4
. / \ :
o / \
8 o]
6
( _\ 4 1 [ 1\
\FINEN NP3
L — X <« X
—4 —J P 4 —4 -2 2 i3
c) Y d Y
-1 \ L
. X \ 10
—4 -2 D 4 3
2 6
\ 4 €O b
L
L4 \ = .
6 \ —4 — y f

14 |Haz una tabla de valores de la funcién y = 3*. A partir de ella, representa la
funcion y = log; x.

@ Si el punto (2, 9) pertenece a y = 3%, el punto (9, 2) pertenecerd a y = log; x.

—2 —1 0 1 2

1/9 1/3 1 3 9

x| w3 1 3 9
Y
,"v=%x
4ol gk
et [—
beedacabandanabame=="1"" — ¥
“ —] p > A
1,0
D
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X
15 |Representa la grifica de y = log, ; x a partir de la grifica de y = (l) .

[S¥]

\ = log, 4 x

-

[ N X

16

Haz, con la calculadora, una tabla de valores de la funciéon y = 5log x y re-
preséntala graficamente.

n 05 1 15 2 36 10
15 0 088 15 238 38 5

Y

5 — —

’ A

1 /

X
D 4 o) o 10

Representa la funcion y =1 + In x.

@ Mira el ejercicio resuelto 2.

Y

\
\

H

to
_S
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Representa estas funciones a partir de la grafica de y = log, x:

a)y=1+log, x
b) y =log, (x—-1)

@ En b), el dominio es (1, +o).

a)y=1+log, x

Y y=1+ ogzi/’,’_—
o) (_3_’ J ol _ _--"'------
LatetlT =108, x
.1 X
1 ) 4 > 0
o) "
b) y =log, (x -1
Y
-1 .
y =|log, x| _J.-1="1""
2 - - p—
R
ﬂ——"- X
R 3 4 >
. /
2 ,' /
—IE Y log, (x 1 D

19 | ;Cual es el dominio de esta funcién?

y=log,( 2-x)
Represéntala.
Dominio: (—oo, 2)
Y
5 x5 2
-4 -2 2 i X

Unidad 5. Funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas
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Funciones trigonométricas

20 |Representa las funciones:

a)y=1+senx b) y =—cos x
a)
/ N\ / N\ /

/ \ / \ /

-2n S3n/2| -m | -m/2 w2 | T 3n/2| 2m
b)

/ N / N\
=-2n /2| -1 | -m 2| n |3m 2m
/ \ / \

21 | Asocia a cada una de las siguientes funciones, la grafica que le corresponde:

a) y = cos 2x b) y = —sen x cy=2senx d)y=1+cosx

I
SNE}
B
e
[\
7
-
N
\

2n 21

21
‘oL
a

_n T
2 4l 2 2
®
1__
_n n m\ 3 o
2 2 2

11
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23

24

Representa las siguientes funciones:

a)y=|sen x| b) y = | cos x|

a)

ST

b)

(ST
|

| |
S| S
\H H

Busca, en cada caso, los valores de x comprendidos entre 0 y 21 que veri-
fiquen:

a)senx=0 b) sen x =-1
ccosx=1 d)cosx=0
aA)senx=0 - x=0; xX=7;, x=2%

i
b)senx=-1 — x=37

ccosx=1 > x=0;, x=2%

T 3n
d =0 — = —. = -
)COSX X 2, X >

La siguiente grafica representa la variacion de un movimiento que se repite
periodicamente:

| 2 4 X
a) Represéntala en el intervalo [0, 10]. b) Calcula f(7), f(10) y f(20).

[y b) f(7) =1, f(10)=2; f(20)=0

2

Unidad 5. Funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas
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26

27

28
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PARA RESOLVER

La grafica de una funcion exponencial del tipo y = ka* pasa por los pun-
tos (0; 0,5) y (1; 1,7).
Calcula k y a, y representa la funcion.

@& Mira el problema resuelto 4.

05=k-a’| 05-k _ [k=05
1,7=k-a! 1,7=Fk-a a=34

La funcién es y = 0,5 - (3,4~

Se llama inflacién a la pérdida de valor del dinero; es decir, si un articulo
que costo 100 € al cabo de un afio cuesta 104 €, la inflacion ha sido del 4%.
Si la inflacion se mantiene constante en el 4% anual, scudnto costara den-
tro de 5 afios un terreno que hoy cuesta 12 000 €?

12000 - (1,04)° = 14599,83 €

Un capital de 10 000 € se deposita en un banco al 8,4% de interés anual con
pago mensual de intereses. Escribe la funciéon que nos dice en cuanto se
transforma ese capital en m meses.

Calcula cuanto tarda en duplicarse el capital.

C=10000 (1 +i " 210000 - (1,007)"
1200 ’
log 2
20000 = 10000 - (1,007)” — 2 =1,007" — m=——>——=9936
log 1,007

Tarda 100 meses en duplicarse.

La concentracion de un firmaco en sangre viene dada por y = 100(0,94)"
(y enmg, t enh).

a) Di cual es la dosis inicial y la cantidad de ese firmaco que tiene el paciente
al cabo de 3 h.

b) Representa la funcion.

©) Si queremos que la concentracién no baje de 60 mg, ;al cabo de cuanto
tiempo tendremos que inyectarle de nuevo?
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30

31

a)t=0 — =100 mg
1=3 — y=283mgen 3 horas

b) CONCENTRACION DE FARMACO (mg)

100

901\
sol-\
704N
60
50
40
30 N
20 ™
10 ——

—

TIEMPO (horas)

10 20 30 40

© 100 - (0,949 = 60 — 1=8h 15 min

Al cabo de, aproximadamente, 8 h 15 min.

Considera estas funciones:

1
x+2

f@=x-5 gx)=Vx bx)=

Explica como, a partir de f; g y b, se pueden obtener, por composicion,
b,qy r:

P =Vx=5; g = Vx -5 r(ax) = —
Va+2
p=gof q=f°g r=heg

Si f(x) =2% y g(x) = log, x, ¢cudles lafuncion (fo g) (x)?
Y (go f)(x)2
(feg) ) =(gof)(x)=x

Un cultivo de bacterias crece segiin la funcién y = 1 + 2%/10 (y: miles de
bacterias, x: horas). ;Cuantas habia en el momento inicial? ;Y al cabo de
10 horas? ;Cuanto tardaran en duplicarse?

x=0 — y=1+2°=1+1=2 — 2000 bacterias en el momento inicial.
x=10 - y=1+2=3 — 3000 bacterias al cabo de 10 horas.

10 log 3

1+2910=4 — x=
log 2

~158h=16h

Tardaran en duplicarse unas 16 horas.

Unidad 5. Funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas 17




32

Halla la funcion inversa de estas funciones:
a) y= 3. 2% — 1
b)y=1+3"

=3.20-L X oyl g X oy
a)x 3 5 3 5 ng 3 y
y=1+log2% —>f’1(x)=1+log2%

b)a=1+3" x-1=3" log(x-D =y — [ () =1logy(x—1
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33

34

35

18

CUESTIONES TEORICAS

Estas graficas corresponden a funciones del tipo y = a®, y = log, x. Identi-
ficalas e indica, en cada caso,sies a>1 6 0<a<1.

DY 2) \ Y Dy=log,x, 0<a<1
\ \\ Dy=a*, 0<a<l
K \\ 3y=log,x, a>1
\\ N Hy=a~, a>1
\ \—
~ X
3 Y — 4) Y]
/ /
/ /
/ /
X /
[ yd
——
X

En las funciones y = a* e y = log, x, ¢puede ser negativa la y? ;Podemos
dar a x valores negativos?

Para y=a”*: La y no puede ser negativa y podemos dar a x valores negativos.

Para y =log,x: La y puede ser negativa y no podemos dara x valores negativos.

Las graficas de las funciones y = log, x tienen un punto en comun. ¢Cual
es ese punto? ;Cual es el punto comuin de las funciones y = a*?

(1, 0) es el punto comun de las funciones y = log,, x.

(0, D es el punto comun de las funciones y = a*.

Unidad 5. Funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas
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36 |Di para qué valores de a es creciente y para cuales es decreciente cada una
1 = X =
de las funciones y = a* e y = log, x.

Para a>1 la funcion y = log, x es creciente.
Para 0 <a <1 lafuncién y=log, x es decreciente.
Para a > 1 la funcion y = a* es creciente.

Para 0 <a <1 lafuncion y=a* es decreciente.

37 |¢Para qué valores de x se verifica 0 < a*<1, siendo a> 1?

x <0

38 | Considera las funciones y = sen x e y = cos x.
a) ¢Cual es su periodo?
b) ¢Entre qué valores estan acotadas?
c) ¢Para qué valores de x es sen x<0? ;Y cos x<0?
a) 2m
b) Entre -1 y 1.
¢) Entre 0y 2m: sen x <0 para x €(m, 2m)
n 3m

cos x <0 para xe(—, )
2 2
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AUTOEVALUACION

1. Dadas las funciones:
Sf(x) =2x+1; g(x)=x?%-5, halla:
a) gl f(=2)]
b) f1g(0)]
o) fo f(x)
d) fo g(x)
DGlfDI=gl2- (2 +1=g(-3)=(32-5=9-5=4
b) f1g(0] = f10% = 5] = f(-5) = 2(-5) + 1 = -9
Ofof)=fIf]=fQx+1D=2Qx+D+1=4x+2+1=4x+3
D fo gl =flgl=f(x?-5=2x*-5)+1=2x>-10+1=2x?-9

Unidad 5. Funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas 19




2. ;Cual es la funcion inversa de f(x) =V3x—2?
Comprueba que fo f71(4) = 4.

Para hallar la inversa de py =N3x — 2, cambiamos la x porla y, y despejamos la y:

2+2
x=\N3y-2 - x?=3y-2 5 3p=x*+2 > y= xS
242
Asi, f10 = X ;

Por otra parte:

RN LA Eﬂf L N T
f°f1<4)—f( 3 )_f(s) 352 V16 = 4

3. Representa la grafica de la funcion inversa de y = f(x).

Y|

=/(x)

X

Y

X /|’
/11 LA
X
/o
J| X
4. Representa las siguientes funciones:
a)y=10,8% b) y=1,5 oOy=lhx
a) Ylg
N 8 ©
N
N
T~
8164~ / X
b) Yl / o) —
v 1 d =
/ y = 17 X s '/
H/
fot= l
81614 - X 2 'I

Unidad 5. Funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas
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1
5. La grifica de la funcion y = ka* pasa por los puntos |0, ;) y (5; 6,4). Halla k

y a y disi se trata de una funcién creciente o decreciente.

1
e Pas 0, —|:
asa por |0, 5
1 1
—=k-a'=k > b=—
5 “ 5

e Pasa por (5; 6,4):

1 -
6,4=ga5 -S> a’=32 > a=2

X

1
Por tanto, la funcion es y = gZ . Es una funcion creciente, puesto que la base es

mayor que 1.

6. Justifica cudl de las siguientes funciones es la funciéon inversa de y = 3% — 2.

a)y=2+log; x b)y=3'\lx+2 )y =log; (x+2)

La funcién es f(x) = 3¥ — 2. Veamos cada uno de los casos:
a) (2 + ]Og3 x) =3Q2+log ) _ 9 =32.3085X_)=0x_2%x

Y =2+logyx no eslainversa de f(x).

by fAx+2)=3"+2_244

y = Vx + 2 no es la inversa de S0,

) fllogy (x + 2)] = 3M08&*D _ 2= (x+2)-2=x

Y= log3 (x + 2) sieslainversa de f(x).

7. El precio de una furgoneta baja un 10% por afio de utilizacion. Si costo
18 000 €, ;cuanto tardara en reducirse a la mitad?

La funcién que describe esta situacion es:
C=18000 - 0,9

Como queremos que el capital final sea 9000 €:

log 0,5

e 05 = 6%

9000 = 18000 - 0,9" = 0,9'=0,5 — t=10g,,0,5 =

Por tanto, el capital se habrd reducido a la mitad entre el 6.° y el 7.° ano.
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8.

Una poblacién de insectos crece segiin la funcién y =1 + 0,5 - 204% (x = tiem-
po en dias; y = nimero de insectos en miles).

a) ¢Cual es la poblacion inicial?
b) Calcula cuanto tarda en duplicarse.
a) La poblacion inicial se calcula haciendo x = 0.
y@=1+05-2040=1+05=15
La poblacion inicial es de 1500 insectos.
b) Se duplicara al llegar a 3000 insectos, es decir:

2
3=1+05 200 5 204y = — 5 204v =4 5 204v =22

)

=

- 04x=2 > 2 -
X = x=— X =
: 0.4 2

Por tanto, la poblacion de insectos se duplicard en 5 dias.

Asocia a esta grafica una de las siguientes expresiones y di cual es su periodo:
a)y=cos x
b) y = cos 2x

c)y=2cos x

—1+
Completa estos puntos para que pertenezcan a la grafica:

(1/6, ..., (4n/3, ...), (-n/4, ...).

La grifica corresponde a la funcién b), y = cos 2x.

. ST T 4m
S d — - =-— =T
U periodo €s 4 4 4

5t 1

)

Los puntos buscados son: 5

)

Unidad 5. Funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas
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