Aplicaciones de la derivada

ACTIVIDADES
1. Pagina 160
- - 2 — - 2 - -
a) F= lim OO 6O A =127 6071204 6-6 o oy
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

La pendiente de la recta tangente es —12.

3 3 2
b) 't lim " ';7) PO i O 1y 30 3h T e ah 3 s
h—0 h—0

h—0 h h—0 h

La pendiente de la recta tangente es 3.

2. Pagina 160
a) f,(1)=|imf(1—h)—f(1)=”m./1—h—1=“m(./1+h—1)(./1+h—1)=“m -h-1 1 _1
n—0 h n-o h h—0 h(fT=h+1) op(fi—h+1) o fi-h+1 2

1
La pendiente de la recta tangente es 5 -

f(d=h)-~f4) 4—h—2=”m( 4+ h=2)JA—h+2) i 4-h-4

b) f'(4)=1im = lim = lim
h—0

= lim =_
h o h n-o h(Ja=h+2) oh(fa+h=2) o Ja-h+2 4

1
La pendiente de la recta tangente es I

3. Pagina 161

2 2
FOy Gmit MO T NS A 2 A im( 21 h) 2
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

La ecuacion de la recta tangentees: y—4=-2(x+ 1) » y=—-2x+ 2.

9

L, 1 1
La ecuacion de la recta normal es: y — 4 = 5 x+1)—>y= X+ o

4. Pagina 161
fll)=5

3 3 2
pey gm0 O 20 A8 S 2 VO VR ok e 6y 6
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

La ecuacion de la recta tangentees: y—5=6(x—1) > y=6x—1.

fi-1)=1
3 3 2
poy gm M FCD 20 TS Ty 20 6: N imeht shie) 6
h—0

h—0 h h—0 h h—0

La ecuacion de la recta tangentees: y—1=6(x—1) > y=6x+7.

Las rectas son paralelas a la recta y = 6x, porque su pendiente es 6.

1
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Aplicaciones de la derivada

5. Pagina 162

a) fx) x?  3x Dom f(x) = Lt

FX)=—2x +3 F) 0 v x ;

Damos valores a la izquierda y a la derecha de %:
f'(=1=0 —f(Xx) escreciente a la izquierda de x %
f'(2)==1:0—Tf(x) es decreciente a la derecha de x %

. 3] . 3
Por tanto, f(X) es creciente en l -\',Elydecreaente en |5, .

3

b) fix) —— bomf(x)=li— 2
X 2
. 3 . . -
f(x) f'(x)=0 ¥*x =k
(x 27

Por tanto, f(X) es decreciente en (=:,2)LI(2,:%) |

6. Pagina 162
) .
rx i[x22 6;( 8 : j(( 1
Caso x =1
f(x)—2-x* f'(x)=—2x f'(x)=0—x=0

Estudiamos 7'(X) a la izquierda y derecha del punto x =0 :
fi(=1=2:=0 f'()==2=0
Es decir, f(X) es creciente en (-:+,0)y decreciente en (0,7 .

Caso X =1:

f(x) x* 6x18 f'i(x)=2x -6 f'(X)=0—x=3
Estudiamos f'(X) ala izquierda y derecha del punto x=3:
f'(2)=—2=0 f(4)=2=0

Es decir, f(X) es decreciente en (1.3)y creciente en (3,—-:) .

Por tanto, f(x) es creciente en (=:=,0)LI(3, + =) y decreciente en (0, VLI(1,3) .
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7. Pagina 163

a) fx) x* 2x*

Dom f(x) = Lt
f'ix) 4x® 4x 4x(x* ) f'(x)=0—=x=0,x=+1
Estudiamos f'(X) en torno a los puntos X = =1

, Xx=0y x=+1,

f'(=2)==24+0 f'l l[ 2(1 1 3o f'll] z(l 1i 3.0 f'(2)=24=0
21 4 2! b D2

Por tanto, f(x) es decreciente en (==, =010, y creciente en (=1, 0)LI(1, + =)
x? =1

b) f(x)= . Dom f(x) = Li
1- X

Foo 2% F(x)=0—x =0
(1 x*y

Por tanto, f(xX) es decreciente en el intervalo (-:+,0) y creciente en el intervalo (0, — ).

8. Pagina 163

7 Domf(x)=t- =11 — Hay asintotas verticalesen x=1y x=-1,

o fW=0mx=0,x=—3

4 127 1
Fl2) Zeo rl 2 2o 2 I I
9 2} 25 2.9
7 1 37 27
f|_| — 0 f‘l_| =0 f'2) -0
21 9 2. 25
En x =-4/3 se alcanza el minimo relativo y en x =3 el maximo relativo.
Las coordenadas de los puntos en los que alcanza dichos valores son:
5 NECh
| 2 | | 2!
9. Pagina 164
x? 1
a) f(x) . bomf(x)=Li— 0
X
2
roo 2K F(X)= 0= x=+3
X
2(x? 6 23 6 6 23 6 6
oo 209 o 0 Loy rm 0
X NN} 3) NG
Es decir, en X = /3 se alcanza un maximo relativoy en X =-4/3 un minimo relativo.
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Aplicaciones de la derivada

XZ
b) f(x)= — Dom f(x) = Li
6
F= = XX= FlX)=0— x=0,x=+1
(x¢=2)
12 _ 6 _
f,,(x)=4(5x 25x¢ = 2)
(x¢=2)°
¢ w f--._o f'0)=1-0 (1) w E.::o
1 2y 3 (1 2) 3

Es decir, en X =0 se alcanza un minimo relativo de f(x) ,yenx =-1 yXx=1, los maximos relativos.

10. Pagina 164
x 3 Dom f(x) = & = —=3,0,2

X% 6x

__2x=1 FX)=0—= x=1

-2x°=10x" —=6x =18 _
(x =2)"x?

x*(x? = x=6)

fi(x)=

2_ —_—
2(3x° —6x 4)_>f"(1)=—2-=.'0

f'xy= —
(x —2°x°

Es decir, f(X) alcanza el mdximo relativoen x=1,

11. Pagina 165

a) fO)=7x>=x>=x+2 Dom f(x) = Lt
f'(x)=21x*=2x -1
f''(x)=42x—-2 f'(x) 0 +x i
21
f"0)==2=0 f"(1)=40:=0

. . ,
Por tanto, f(x) es convexa en | -\*,EI yconcavaen |- <<,

3
b) g(x)= ZX Dom f(x) = L
X =1
g = X HI g = - 209 g'X)=0—=x=0,x= 3
e T '

g"(=2)+ 0 g (=1=0 g (=0 g"(2)~ 0

Por tanto, £(X) es céncava en (==, —+/3)..(0,/3) y convexa en (=/3,0).. (J3, = ) .

12. Pagina 165 Yy
a) f)==-x"—x+4 Dom f(x) = L s
1\
Flx) = —2X =1 Flix)==-2=0 W

Por tanto, f(X) esconvexa *x - £ .
|
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b) 8(x)=-x-5x* Dom f(x) = Lt
g'(x)=-1-10x g'(x)==10= 0

Es decir, §(X) esconvexa *x - £,

13. Pagina 166
a) f)=x°>-3x* Dom f(x) = L
f'(x)=3x>+6x f'"(X)=6x—-6 f'(X)=0—=x=-1
f'"(=2)==-6=0 f"'0)=6:=0
Por tanto:
f(x) es convexaen (—+,—1 ycdncavaen (-1 +:),

f(x) tiene un punto de inflexion en x = -1,

b) s(x) f ! Dom g(x)=Lki— —=7,0
X7 7x

g,(X)_—xz—ZX—7 g,,(X)_Z(X3—3x2—21x—49)
(x =77 x? (x=7)°x*

g'X)=0—=x*=3x’=21x—49=0—x=7
g'"(=8)= 0 g'"(=6):: 0 g"(6) 0 g"(@8) =0
Por tanto:

g(x) es convexa en (==, =7)L10,7) y cdncava en (7,007, +-~) .

g(x) tiene un punto de inflexiénen x =7,

14. Pagina 166

f(x)=x*+ax*—3 Dom f(x) = Lt
f'(x)=3x?+ 2ax f''(x)=6x—2a

fr) o0 ox 2
3

. . . a
Como existe punto de inflexion en x=1 — T 18 3 —fx)=x’=3x"-3
Estudiamos puntos a la izquierda y derecha de x=1:
f'0)==6=0 f'(2)=6=0

Es decir:

f(x) es céncava en (=, 1) y convexa en (1,—-:) .

Las coordenadas del punto de inflexién son 1.f() = (1,1,
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Aplicaciones de la derivada

15. Pagina 167

x? 1

a) f(x) e Domf(x)=Li— 0
? 26 30 3x?
rog 2K oo I £ () il
2X X X
Fr)=0—x —£J6
30 18 30 18
R e ) —m— 0

Es decir, f(X) tiene puntos de inflexion en x = —=/6, x = /6 .

b) gx) — Domf(x)= k- —7,7
g0= X7 gy 2K =21 gy = B = 42X +49)
g'x)=0—x=
6-49
"0 0
0 =

Por tanto, £(X) tiene un punto de inflexion en x=0 .

16. Pagina 167
a) f(x)=2x° fi(x)=6x> fr(x)=12x fr(x)=12
f'(x)=0—x=0 — Posible mdximo o minimo.
f"(x)=0—x=0 — Posible punto de inflexion.
f"(0)=6=0 — Elordenesimpar — X=0 es punto de inflexién.
b) f(x)=-3x"
Flix)=-12x° frx)==-36x7  f(x)=-72x o0 =-72
f'(x)=0—Xx=0 — Posible maximo o minimo.
f'(x)=0—x=0 — Posible punto de inflexion.
f"(0)=0,
f0)=-72=0 — Elordenespary "(0)=0 — x=0 esmaximo relativo.
c) f(x)=6x°
f'(x)=30x" f(x)=120x° f'(x) = 360x? Y (x)=720x
f'(x)=0—x=0 — Posible maximo o minimo.
f"(x)=0—x=0 — Posible punto de inflexion.
f"(0)=0 0)=0

f?(0)=720=0 — El orden es impar — X=0 es punto de inflexion.
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17. Pagina 168

B(X)=1(X)— C(x)=60x— x*—(x*—=12x—120)==2x>=72x =120
Calculamos el maximo de la funcién B(x) :
B'(X)=—4x +72 B'(x)=0— x=18

B"(x)= -4 B"(18)= -4 — x=18 es maximo relativo.

El beneficio maximo se obtiene para una produccion de 18 unidades, y el beneficio maximo es:

B(18) 2-18° 72-18 120 528 €

18. Pagina 168

Buscamos el maximo global de la funcién concentracién f(t) = 300t(3 —t)— 900t — 300t* ;

f'(t)= 900 — 600t fi(¢y 0 -t

. 3] 3 .
f'(t)= —600 f |§| 6000 — t 3 €sun maximo de f(0),
1

L. ., , 3
La maxima concentracion se obtendrd en t 5

19. Pagina 169

Definimos dos sumandos X,y talesque X —y =90,

Queremos que estos sumandos minimicen, ademas, la expresion f(x,y)= x*—2y?,
Reducimos la funcién a una sola variable:

y=90-Xx — f(X)=x?=2(90— x)?
f'(x)=6x—-360 f'(x)=0— x=60

f'x)=6 f"(60)=6:0 — En X =60 hay un minimo relativo.

Asi, Xx=60 e y =30 minimizan la funcién 7(x) .

20. Pagina 169

I: longitud del lado de la base en cm h: altura del prisma en cm

P..=30 — 2(/l-h)=30 — h=15-/
La funcidén que queremos maximizar es:
V(l,h)=Ph—=—v())= [*(15—1)

V()= 31(10=1) V(D=0 — /=0,/=10 La solucidon vdlidaes /=10

V'(h=30-6/ — V"(10)= =300 — En /=10 se alcanza el maximo.
Por tanto, las dimensiones que debe tener el prisma para cumplir las condiciones dadas son:

/=10cm h=5cm
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Aplicaciones de la derivada

SABER HACER
21. Pagina 170

Primero se halla la derivada de la funcién: ' x  Inx 1

Después se calcula la derivada de la funcidn en el punto, que es la pendiente de la recta tangente a la curva
enesepunto: f'e Iner1 2

Se calcula el valor de la funcién en el punto: f e e:lne e

Asi:y e 2x e -y 2x e

22. Pagina 170

Primero se calcula la pendiente de las rectas tangentes. Como son paralelas a la bisectriz del primer cuadrante,
forman un dngulo de 45°:

m=tgas*—m=1
Después se halla la derivada de la funcién: f' x —9x7,

A continuacidn se calcula la derivada de la funcion en el punto:

Y para terminar, se hallan los puntos a.f @ =y,

23. Pagina 171
Primero calculamos la derivada de f(x)=ax® —bx —c :
f'(x)=3ax’+b

Después planteamos y resolvemos el sistema formado con las condiciones dadas:

e La ordenada en el origenes 1 — f(0)=1

e Pasa por el punto (-1, 3) — f(=1)

3

* Tiene un punto extremo relativoen (-1,3) — f'(=0=0

c=1

-a-b+c=3
3a—-b=0

—a=1b=-3,c=1

La expresion algebraica es f(x)=x®=3x +1,
Estudiamos sien X = =1 se alcanza un maximo o minimo relativo:

f'(x)=6x — f"(=)=—6-0 — Se trata de un maximo.
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24. Pagina 171

fx)=ax'=3x" +2x* = x F'(x)=4ax® —9x> + 4x =1
Buscamos @ tal que f"(X) no tenga raices reales:

1 187 4 12a-4
f'(x)=12ax’—18x+4=0 — x 8 8 a

f'(x)=12ax’—18x+ 4

, 324-1928%0 — a= 2.
24a

f"'(0)=4 —La funcidn es concava en todos sus puntos cuando @ ~ —

25. Pagina 172

Estudiamos el signo de f'(X) con la monotonia de f(x) :
o f(X) escreciente en (=3,—2)l1(0,2) — f'(x)=0
e f(X) esdecreciente en(-=2,0)4(2,3) — 7'(x)=0
o f(X) tiene maximosen x=-2,x=2 — f'(-2)=f'(2)=0
o f(X) tiene un minimoen x=0 — f'(0)=0
Estudiamos la concavidad y los puntos de inflexion:
e f(X) esconvexaen (-3,—NWLI(1,3) ycodncavaen (=11,
o f(X) tiene puntos de inflexionen x=-1,x=1,

Ademas, (=1 =

f"(M=0 — f'(X) tiene extremos relativosen X =-1,x=1,
Representamos f'(X) con la informacion obtenida:

26. Pagina 172

Sean x e y los catetos del tridngulo rectangulo. Por el teorema de Pitdgoras, 5° = X" +y’ — y =25-x" |

La funcidén que queremos maximizar es:

A(X,y) Xg_y T A KNP

XZ
2
, 25 2x? , L 5
Alx) ——Z_ A'(X)=0 — 2x*=25 — x — — Llasolucidonvélidaes x —.
225 x? NA V2
5
, Do, ——(25-75)
" X-(2x° =75) Lo 2 .
AMX) = ———— — A == - 0 — En x — se alcanza el maximo.
2(25 - x2)/ 2 2|25,/ NA

. . 5 5
Por tanto, los catetos del triangulo deben medir: x — metros Y —= metros
NA NA
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Aplicaciones de la derivada

27. Pagina 173

1 , 1
-_x—4 Si0« x~' 2 -— Si0= X+ 2

2 2
3., ) ) . 3 )

fx = _ZX +6x—-6 Si2a x=6 — f' x = —Ex—é Si2= X6
1 . . 1
—X=2 Sié= x =12 — Si6= x =12
6 6

f'ix)=0 — %)ﬂé 0 - x=4

Analizamos si X =4 es la abscisa de un maximo o un minimo:

. 3 . 3 L.
£ (x) > Si2w xw6 — (4) 5-:: 0 — Se trata de un maximo.

Calculamos el valor de 7(x) en los extremos de cada intervalo y tambiénen x =4 :

f(0)=4, f(2)=3, f(6)=3, f(12)=4, f(4)=6

Por tanto:
Existe un maximo, que se alcanza en el cuarto mes, con un beneficio de 6 000 €.

Hay dos minimos que se dan en el segundo y sexto mes, con un beneficio de 3 000 € en cada uno.

28. Pagina 173
Se determina la funcidén que se va a optimizar.
n — n.° de unidades del articulo que se producen

C(n) = 2n®+ 270n + 2 048 — coste de produccién de n unidades

2n® 270n 2048

La funcién que determina el coste de produccion es (1) —

Se halla la derivada de la funcién que se va a optimizar:

(6n* 270)n (2n® 1 270n 1 2048) 4n® 2048

f'(n)
n? n

2

Se igual a cero la derivada para determinar los posibles maximos o minimos.

4n® 2048
ftmp 0 *—us—— 0 n 8
n

Se estudia el signo de f(n) para decidir si se trata de un maximo o un minimo.
Sin<8— f(n) <0 — fdecrece
Sin>8 — f(n)>0— fcrece

Por lo tanto, n = 8 es un minimo.

Hay que producir 8 unidades para que el coste sea minimo.
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ACTIVIDADES FINALES

29. Pagina 174
f(2)=-3 fX)=2x=2—f'(2)=2

La ecuacion de la recta tangentees: ¥ —3—2 Xx-2 —y—2x—7

30. Pagina 174
fl=1-a—6=2—a=>5

fi(x)=2x=5—="1'(1)=-3

La ecuacion de la recta tangentees: ¥ =2—- =3 X =1 =y — =3X+5

31. Pagina 174

-2 1

a) f=1n=-1 f'(x)= s—f===-=

X =1 2
L. 1 X
La ecuacion de la recta tangente es: v 1 5 X1 oy >

. 3
b) f(0)=In1=0 f'(x) -f10) 3
3x 1

La ecuacion de la recta tangente es: ¥ = 3x

c)f :| 2 f'(x)  senx -f'l:| 1
2. 21

N oA
<
>

La ecuacion de la recta tangente es: v 2 IX

df1 2 f(x)

N
N
>
YN

N >

L 1
La ecuacion de la recta tangente es: v 2 5 X 1 -y

32. Pagina 174

1
2x 3

f=1—=In1=0 f'(x)

La ecuacion de la recta tangente es: ¥ = x—1

La ecuacion de la recta normales: ¥ =—x—1

N w

N| o



Aplicaciones de la derivada

33. Pagina 174

fl|e°3 2
2.

X 2 . .
0 -x 2 esel punto de corte de f con el eje de abscisas.

f2-0 fi(x) > s - f %

w] x
w| N

. 1
La ecuacion de la recta tangente es: ¥ 3~ 2 -y

La ecuacion de la recta normal es: ¥ 3Ix 2 -y 3x 16

35. Pagina 174
f3=Ja=2

2X 4=x = X*=5 —x?—8x =5 10
Fix)= —f

2 _ 2 _

2a-x® X750 g4 [0

4-x 4-x

L 10 5
La ecuacion de la recta tangentees: ¥ 2 =~ 3y X =

36. Pagina 174
XP=x?=b6xX=1=1— X"+ X =bXx=0—= X X’—=X—=6 =0—x=0,x=2,x=-3
Tenemos que hallar las rectas que pasan por el punto (2, 1): f' x —=3x*+2x-6—f"2 =10
7 10 x 2 -y 10x 19

La ecuacion de la recta tangente es: ¥

., 1 1 6
La ecuacion de la recta normales: v 1 o X 2 .y EX z

37. Pagina 174

r pasa por A=(1, f(1) = 4) y B=(3, f(3) = 8) — Pendiente 83—;1 2

f'x =2x=-2—2—Xx—2—=f2 -5

La ecuacion de la recta tangente a la parabola que es paralelaares: ¥—-5—2 x-2 = y—2x+1
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38. Pagina 174

f'x - . __ 2 - x2 1
| X 1

f1.2 y—»2=-24+4-—(1,2)esunpuntode larecta.
f 1 2 y— =2=(-2) (-)=4 — (=1, -2) no es un punto de la recta.

Por tanto, y puede ser tangente a la funcion f en el punto (1, 2).

39. Pagina 174

. 10 1
r pasa por A=(2, f(2) =0) y B=(e + 1, fle + 1) = 1) — Pendiente >
f'x LL x e fe Inte 1)
X 1 e 1

La ecuacion de la recta tangente es:

y Ine 1 ! X e y X L ne 1
e 1 e 1
40. Pagina 174
a)f' x 2x 2
Si la recta tangente es paralela a la recta dada, entonces:

flX)=2x=-2=4—x=3 f@)=3 —pP=(3,3)

Asi, la ecuacidn de la recta tangente es:

y=3—4 x=3 —y—4x -9,

b) Resolvemos el sistema formado por la parabola y la recta:

[y x* 2x ) )
Lo o 2Xx 4x 9 =x? 6x19 0 -x 3
1y X

Es decir, Unicamente se cortan en un punto.

41. Pagina 174
f'ix)=2x—-b—f'(1)=2-0b
La bisectriz del primer cuadrante es larectay = x .
Si la recta tangente es paralela a ella, entonces: 2—b=1—b=-1
Asi, la ecuacion de la funcién es de la forma: ¥y =x*—x+c¢
Si pasa por el punto (1, 1) tenemos que: 1=1-1-c—c=1

Luego, la ecuacidn de la pardbola es: ¥ = x* = x +1
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Aplicaciones de la derivada

42. Pagina 174

a) La recta tangente forma un angulo de 45° con el eje de abscisas > m=tg 45°=1

Buscamos los puntos que verifican que 7' x  1:

3 [31 31" 3.2 15
2X—2=1—"X=_—f_|l=_ - —3=—__
2 121721 4

., 15 3 21

La ecuacion de la recta tangente es: ¥ - X 3V X 7

b) La recta tangente es horizontal — Buscamos los puntos que verificanf' x —0:

f'x 2X 2 —2x 2 0 -x 1 -f1 4

La ecuacion de la recta tangente es ¥ = -4,

43. Pagina 174

La recta tangente es paralela a la recta ¥ = 2x — 123 — Buscamos los puntos que verifican ' x 2

1

X
f'x 3x* 1 -.3x* 1 2 .x*? 1~.[
1x 1

eSix 1 .f1 4 ylaecuacidndelarectatangentees: ¥ 4 2x 1 -y 2x 2

® Si X 1 -f1 4 ylaecuacion de larectatangentees: ¥ 4 2x 1 -y 2x 6
44. Pagina 174

Para que las rectas tangentes sean paralelas, debe ocurrirque ' 1 "2 |

[f*1 =3k-2+7k 2
f'x =3kx?—2x+7k—1 — 9%k =2—k=_
|f'2 =12k—4-7k

2 —-155
‘f 1 =5 f =—
Sustituyendo este valor — —
, 2 —-154
|f 222 |f 2 =215
9 9
. . 155 2 2 157
¢ Si x=1, la ecuacion de la recta tangentees ¥ — 3~ 1T -y PR
. L 154 2 2 158
¢ Si x=-1,la ecuacién de la recta tangente es ¥ - 3 X 2 .y §X -
45. Pagina 174
f 3 9a 11 f'x 2ax 5 -f'3 6a 5

La ecuacion de la recta tangente es: ¥ —9a—-11— —6a+5 x—-3 —y— —6a+5 x-9a—-4
La recta pasa por el punto (5,0) —» 6al155 9a 4 0 - 21a 21 -a 1

Por tanto, la ecuacién de la recta tangente es: ¥ 2 X 3 -y x5

La ecuacion de larectanormales: y-2=x—-3—y=x-1
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46. Pagina 174

7Zx
Zxt=-m

Para que sea paralelaa ¥y =2x-3 enx=2 -f'2 2,

a)f'x =

2
f'2 = =2—=1=4—-—m—m=-=-3
4—m

El punto de tangenciaes: f 2 ={4-3=1— 2,1

1
b) Si la recta tangente pasa por P(a, 5) y Q(1, 1) — Pendiente = Fariia

Si f(x) pasa por P(a,5) - f a =.a"+m=5,

X a 4 . .
f'x = X f'a = ———=—— Sustituyendo el valor de f(a)=5 en f'(a):
Zyx-m a®-m a-1
4 a 5
& 4 4401 45 -2 a2 o0-
5 a 1 la 4

Sustituyendo ahora en f(@) los valores de a:

eSja=5—f5="+m=5—5"+m=5"—m=0

eSia 4 . f 4 4 m 5+ 4° m 5 -m 9

47. Pagina 174

f2 3 f'x = —f'2 ==2

La ecuacion de la recta tangentees: ¥ 3 2x 2 -y 2x 17

Los puntos de corte de la funcidon con los ejes son:

. . 7
eConelejeY: x=0—y=7 eConelejeX:y 0 x >
27w
Por tanto, el area del triangulo es: Area = 2_= T 2
48. Pagina 174
f2=\27-5= F x X fro 2
x? 5 3

L. 2 2 5
La ecuacion de la recta tangentees: ¥ 3 3 X 2 «y —xI1=

Los puntos de corte de la funcidn con los ejes son:

. 5 . 5
eConelejeY: x 0 -y 3 eConelejeX: v 0 -x >
!o_i_iii S
. . p [ L 203 _25
Por tanto, el area del triangulo es: Area = — = u
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49. Pagina 174

fi'_!=3+|n!tg'jl|!=3—lm=
L4, | .4|_|
tgx ' 1 1 ] 1
f'x=!g 1= = —fil_!=_=_=2
[ tgex | cos’x-tgx cosx senx AN
N7
|2}
.z ™ 6 -
La ecuacion de la recta tangentees: vy 3 2lX Z! y  2x -
Puntos de corte:
. 6 = . = 6
eConelejeY: x 0 vy — eConelejeX:y 0 :x -
) el e
|O_| 6|_|6 ,
A N A AT
rea= =
ea 2 16
50. Pagina 174
f 2 3 f5 0
2x six=0 lf' -2 =—4
f'x = 1 - 1
— Six=0 f'5 =_
l24/x—4 l 6
Asi, las ecuaciones de las rectas tangentes son:
X==-2 —>y 3 4 x 2 -y 4x 5
1 1 5
X=5 -5y —Xx 5 y _—_Xx _—
6 6 6
Puntos de corte:
1 5 25 25  [x 1
e Entrelasdosrectas: 4x 5 —x — ~—Xx —— -
6 6 6 6 1y 1
. . 5
e LaprimerarectaconelejeX:y 0 -x e
e LasegundarectaconelejeX: y=0—x=5
A
!5—'—E||- 0- -1
] . 25
Area = =—
2 8
51. Pagina 174
. . . X 1 0
La funcién corta al eje de abscisas — ¥ 0 - x X 1-e° 0 et o0 ux - X 1
le .

Asi, la funcion corta al eje de abscisas en P(—1, 0).

f' x e 1 x 1-e* e 2 x f" 1

@ |

La ecuacion de la recta tangente es: ¥ x 1

1
e
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La ecuacion de larectanormales: ¥y ——€- x+1 —y——-ex—e

1
Corte de la recta tangente conelejeY: x 0 -y 5

Corte de larecta normal conelejeY: x=0—y =-¢e

T el o= -1
R Fald

_1=e?
2 2e

52. Pagina 174
fix)y g(x) pasanpor P(-1,2) —» f 1 1 alb 2 g=N=c=2,
Tienen la misma recta tangenteenP — f* 1 g 1,
f'x 2x a -f 1 21a g'x =-2e =g -1==2

Resolvemos el sistema formado por las tres ecuaciones obtenidas:

I—z—a=—2
1—-a+b=2—a=0,b=1c=2
c=2

53. Pagina 175

'

7 ) [ J71
X=3—9—16y"=16=0—16y’=7—=y = '% — Se considera el punto i3 \/_i

e
X
2X =32yy'=0—32yy'==2X =+ y'=——
16y
y,[3 Vl__ 3 __3 37
|™7a] W T e 28
4
La ecuacion de la recta tangente es:
7 3.7 37 47
y £_—_x—3 y=_x—£
4 28 28 7
54. Pagina 175
2.7 , [ 2471
X=4—64-9y"-36=0—9y*=28—y= - Se considera el punto iA'TJ_ .
4x
8X—=18yy'=0—= —-18yy'==8x — y'= —
oy

,[42['i_ 16 8 _8J7

TS BN AN AT
R

y

La ecuacion de la recta tangente es:

y_zﬁ_sﬁx . 87 67
= x4 -

y=_X x-
3 21 7
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55. Pagina 175

La circunferencia en cuestién tiene ecuacién: x 0° y 0° 5 x* y’ 5

fx = {5-x°
y’=5-x"—y=—5-x ,donde:|
|g x ==5-x*
=X
En primer lugar, parafix): f 1 2 f'x = 7 fr1=-
25 x?
. 1 1 5
La ecuacién de la recta tangente es: v 2 5 X Ty XS
X 1
En segundo lugar, para g(x): § 1 2 g x = _— g1 =5
5—X
. 1 1 5
La ecuacion de la recta tangentees: y 2 5 X Ty X 5

Calculamos el punto de corte de las dos rectas tangentes:

|

>
N| o

|

>
N o

>

&l

5,0
2

Calculamos el punto de corte de las rectas tangentes a f(x) y g(x) con el eje de ordenadas:

x0y055.|'05‘| xoy05 5~|0 5‘[
2 2 17'2) 2 2 172
!E_i_EHs
12 21] 25
A= =__u
2 2
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f(x)=ax®+bx*+cx—d f'(x)=3ax*—2bx—c
e La pendiente de la recta tangente esnula — f'(0)=c=0 — c=0,
La funcidn pasa por el punto (0, 2) — f(0)=2—d =2,

¢ La pendiente de esta recta tangentees 1 — f'(N=1—3a+2b=1,

X—y—2=0—~—y=-1— Lafuncién pasa por el punto (1, -1) —» f(l=-1—a—-b-2=-1—a—-b=-3,

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones anteriores:

! va 7,b 10 — f(X)=7x>=10x*+2

57. Pagina 175

a) ¥ =-2x>+3x Dom f(x) = L

y'=—-4x+3 y' 0 X ; y'M=-1=0 y'0 =30

La funcidn es creciente en

3~| . 5 .
by y decreciente en |Z' < |

. . . 3
Tiene un maximo relativo en x 7
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b) y=x"+2x°-5x>+4 Dom f(x) = Li

y'=4x7+6x*=10x y' 0 X

y'(=3)==24-0 y'(=1=12+0 yl%| 3~0 y'(2)=36 =0

., . 51 . 5
La funcidn es decrecienteen | -, Ell" (0.1 y creciente en | 510 [L(1, ),

Tiene minimos relativos en x S ¥ X= 1y un maximo relativoen x=0,

c) y=4x’-x’—x+5 Dom f(x) = Li
1- /13 14 f13
y'=12x"=2x=1 y'=0—x= x=1
12
y'(=1=13 y'(0)=-1 y'm=29
_, ) [1- /T3 1= 3] ) [ 1=J13] [1+13
La funcidn es decreciente en | . ! y creciente en |-+, !.l' L+ x!
[T 12 12 | | 12 |12 |
. . . 1- 13 L. . 1- .13
Tiene un minimo relativo en x = - y maximo relativo en x = TE
d) y=x"=5x° Dom f(x) = Lt

y'=5x'=15x> y'=0—5x"-(x’=3)=0—x=0,Xx=+3
y'(=2)=20 =0 y'(=1)==10=0 y'(==10+0 y'(2)=80—60=20.: 0
La funcidn es creciente en (==, = f3).. ({3, =) y decreciente en (-3, 3) .

Tiene maximos relativos en X =-/3, x=3 .

58. Pagina 175

) o I2x Siox =1
[x -1 si x=1 , ,
a) v . — y'=11 y'(X)=0—= x=0
[Inx SioX =1 |_ siox w1
X
yi=N==2-0 y‘|al‘| 120
L2
y(1)=y(@")=y"=0 — La funcidn es continua en x = 1.
y'(1)=2=y'(1")=1 — La funcidn no es derivable en x = 1.
1
2) —=0
y'(2) 5
La funcidn es creciente en (0,—-=:) y decreciente en (=:=,0). Tiene el minimo relativoen x=0 .
X2 =7 Sixe (=2, f2) N2, - 22)
b)y=xz_4|_3_)y_[ NaRING
[=x?=1 six=(=y2,42)
y'—.[zx S e 2 2 ) y'=0—x=0
[-2x si x+=(=y2,J2)
y'(=2)=-4+0 y'(2=4:=0 y'(=0=2:=0 y'(==-2+0
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Aplicaciones de la derivada

La funcién es creciente en (—+/2,0).. (/2. + =) y decreciente en (-, —/2).. (0,2) . Tiene méaximo relativo en

x=0 y minimos relativos en x =2, x=-2 .

59. Pagina 175

a) fx)=x*(x=1) Dom f(x) = L
2
f'(x)=3x*=2x=x(Bx+2) f'x) 0 xBx 2) 0 +x, 0%, 3
f(=0=1:0 f'l B f()=5%0
20 4
., . 2] . r2
La funcidn es creciente en I v, 5!'.. (0, 1 =) y decreciente en | 5,0[.
Tiene maximo relativo en x 3 Y minimo relativoen x=0,
b) §(X)=3x*=7x=2 Dom g(x) =k
7
g'(x)=9x* -7 g X)=0—9x°=7— x= %
g'(=1=2=0 g'0)=-7=0 g'M=2=0
» . [ 71 17 1 . [ 7 J7|
La funcidn es creciente en i— Lo, = %{' i%— w ! y decreciente en i_Tg{ .
. - . 7 ;. . 7
Tiene maximo relativo en x = —g y minimo relativo en x = £ .
c) hx)=-x"+3x>-2x Dom h(x) = Lt
—11
h'(X)==4x*=6x—=2 A'X)=0— (X =N(=4X*—4Xx—=2)=0—= X=1,X = 2“/§
h'(=2)=18 = 0 h'0)==2+0 n|%| % 0 h'(2)= =220
]
g ) [ —1=y3] T=1=B ] ) (1= 3 —1=3]
La funcidn es creciente en i—n, 2*/—[ . 2\/—,1! y decreciente en i 2\/—, 5 */—! =)
. .. . -1-3 " . -1+ .3
Tiene maximos relativos en x = 5 y X=1y minimo relativo en x = —

60. Pagina 175
X2=2  SiX = (=, =21 [2, - )
—x? =2 six=(=+2,/2)

a) y-|X’—2|—~y-.[

2 X e (=, —f2) . (2, —
y,_[x Six = ( V2) - (Z,— =) V0 x 0
|-2x sixe (=y2,2)
0 y'(=1N=2:=0 y'M=-=2-:0 y'(@2)=4:=0

y'(=2)=-4=

La funcién es creciente en (—+/2,0).. (J2, + =) y decreciente en (==, = /2) .. (0,/2) .

Tiene minimos relativos en X =-2 y X =2 y maximo relativoen x=0 .
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b) y=|—x2—6>)<—‘9|—y=|—(X—3)2|=(X—3)2

y'=2(x-3) y'=0—x=3

La funcidn es creciente en (3, —-»:) y decreciente en (=:=,3) y tiene un minimo relativoen x=3 .

c) y=|—x2—5x—é|—y=j_)(2_5x_6 six-12.3]

[X2=5x =6 sixe=(==,2)L.(3,+ )
C ] 2x s sixw(2,3) 5
Yoo ) y' 0 x =
12x 5  sixi( ~,2).(3, =) 2
17 3 13 1
yo==-5:0 y|Z[ Zuo 'l_ 1o yi(@)=350
yxsll 5 y 51| 5

L. . 51 . (5
La funcion es creciente en |2, Ell" (3, ) ydecrecienteen ( =, 2)L '5,3! .

Tiene minimos relativosen Xx=2 y x=3 y el maximo relativo en x 5

61. Pagina 175

2
a) fx) # Dom f(x) =k~ 1
X

Z_
Fo= 2% FX)=0=x=0, x=2
(x =1

En (=, 012, + =) setienef'(X)=0 — f(X) es creciente.
En (0, D1, 2) se tiene f'(x)= 0 — f(Xx) es decreciente.

Asi, f(X) tiene un maximo relativo en Xx=0 y un minimo relativoen X =2,

40 5x

x) — =2 Dom g(x)=12— 10
b) £ 10 x 5
. 10 . .
g'(x) Wﬂio ¥x T B 10 — Portanto, £(X) es decreciente en todo su dominio.
2
c) htx) X2 Domh(x)=1— 0
X
2
noo 22 oo o ox 12
X 7

| i P2 [ ,

En i—J-,— \/;lli.\/;_ J-| se tiene N'(x) =0 — h(x) es creciente.
iz Vi @ ) oo )

En i— 7,OI . iO, 7' se tiene N'(x)= 0 — h(X) es decreciente.

- . . 2 . . 2
La funcién tiene un maximo relativo en x \/; y un minimo relativo en x \/;
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Aplicaciones de la derivada

/"(X)——_XZ_2 X)) 0 x EZ
(x* =2y

En (=, —2).. (2, + ) setiene I'(X)= 0 — i(x) es decreciente.
En (—=/2./2) setiene /'(x) =0 — i(x) es creciente.

Asi, i(x) tiene un maximo relativo en x =42 y un minimo relativoen x=-2 .

e) itx) —— pom j(x)=1— 2
X 2
1 . . . -
I'(x) o7 =0 ¥x=2 — [(X) esdecreciente en todo su dominio.
X3
f) kx) > Domk(x)=E NE)
x° 3
—vi 2
k'(X)=X—9X kK'X)=0—=x=0,x=-—3
(x* = 3)

En (==, =3)LI@,+ ) setiene K'(X)= 0 — k(X) es decreciente en dicho intervalo.

En (-3,— 3)..(=4/3,0).. (0, 3) .. (/3. 3) se tiene k'(x)= 0 — k(X) es creciente en dicho conjunto.

La funcidn tiene un minimo relativo en X =-3 y un mdaximo relativoen x=3 .

62. Pagina 175
a) y=Ix-2
El dominio de Y(X)es el intervalo (0,— =),

1

y' = y'+0 entodo el dominiode V.

Por tanto, no tiene maximos ni minimos relativo y es creciente para x =0,
b) y =1In(x = 2)
El dominio de Y{(X)es el intervalo (2,—»:) .

1

— y'=0 entodo el dominiode V.

Por tanto, no tiene maximos ni minimos relativos y es creciente para x = 0.

% 3 Inx
X

El dominio de Y(X)es el intervalo (0, —-x:),

. 2
y 7

X

— y'=0—x=2 y'(N)==1+0 y'(4) w0

1 1
X 'S 8

La funcidn es decreciente en (0, 2) y creciente en (2, —-=) . Tiene un minimo relativoen x =2,
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Inx

d) vy -

El dominio de Y(x)es el intervalo (0, —-»:) ,

1 Inx
XZ

y'=0—1-INx=0—x=¢

y'(=1=0 y'(e?)

Por tanto, hay un maximo relativo en x =€, es creciente en (0,€) y decreciente en (e, —-»:) .

In x
e) vy -~ El dominio de Y(x)es el intervalo (0,—-x:) .

1 2Inx , 1
— yO-12InxO|anx\/E

y'M=1.:0 — ¥ escreciente a la izquierda de x=.fe .

1 2In2
8

y'(2) =0

Por tanto, ¥ es decreciente a la derecha de x =+/é — Es creciente en (0,/8) y decreciente en (&, — =)

Hay un méximo relativo en x = /e .

f)y Inx
El dominio de Y(X)es el intervalo (0,— =),

1 1
2 X 2x

Por tanto, no tiene maximos ni minimos y es creciente para X = 0.

y' — ¥'=0 entodo el dominiode Y .

63. Pagina 175
a) f(x) 2cos|x §| — f(x)=—2sen(x) Domf(x)=1z

La funcidn es continua en toda la recta real yf'(x)=-2-cos x .

Es periddica de periodo 2+, la estudiamos en [—», -]

T 1 .'T' i 1 . . .
En I -, Ell" |5,=! se tiene 7'(x) =0 — f(X) es creciente en dicho intervalo.

En | 55' se tiene f'(x) = 0 — f(x) es decreciente en dicho intervalo.

b) g(x)=x—-senx Dom g(x) =k
8(X) es continua en toda la recta real.
g'(X)=1-cosx g'(x) 0 +x Ol kg,k 0.1,2,...
Pero como en el intervalo —++ cosx =1, g'X) essiempre positiva.

Asi, 8(X) es siempre creciente y no tiene extremos relativos.
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Aplicaciones de la derivada

c) hix)=tgx Domh(x)=1I2

‘ 1 . . . . .
h'(x) oy h'(x)=0 paratodo ¥ — h(x) siempre creciente y no tiene extremos relativos.

64. Pagina 175

a) y=2x¢e" pom y(x) =13
y'=2xe"(2+ X) y'=0 - x=0,x==2
En (-:+,—2) setieneque ¥ =0 yen (-2,0) se tiene que ¥ 0.
En (0,%:) setieneque ¥ =0,
Por tanto, es creciente en (-, =2).1(0,— ) y decreciente en (=2,0),
En X= -2 se alcanza el maximo relativoy en Xx=0 el minimo.

b)y x 4.¢ Dom y(x) =12
y'=e"(x-3) y'=0 — x=3
En (-:+,3) setiene que ¥ = 0. — Esdecreciente en (-:+,3),
En (3, —'»:) setieneque ¥ =0, — Escrecienteen (3,—-x),
En X =3 se alcanza el minimo relativo.

)y e Dom y(x)= Iz
y'o20x  ner y'=0 — x=-1
En (-, -1 setieneque ¥ 0. — Esdecrecienteen (-, =1,
En (=1 +:=) setieneque ¥ =0 — Escrecienteen (=1 +:+)

En X = -1 se alcanza el minimo relativo.
d) y=x2" Domy(x)=1x

y'=2"(14+ xIn2) y'=0 5 x
In2

i’ 1 . ' i f 1
En | na W_! se tiene que Y '~ 0 — Esdecreciente en | R W! .

C ) ' | | . ‘
En | o ! se tiene que ¥'=0 — Escreciente en | e !

1 . .
En X s se alcanza el minimo relativo.
e)y 277 3 Dom y(x) = Iz
y'o(1 2x)2° ¥ In2 y'=0 — X

1
2

1] . . . 1]
En I -\',5! se tiene que ¥ =0, — Escreciente en I -\',—I.

21

> ) . . . > )
En |5, 'f[ se tiene que ¥'= 0, — Esdecreciente en |5, <.

1 .. .
En X 5 se alcanza el maximo relativo.
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fyy 27 Dom y(x) =1z

y' 3x7.2577.n2 y'=0 — x=0
En (-:+,0) setieneque ¥ =0 yen (0,—=) setieneque ¥ =0,

Por tanto, es creciente en ¥ y no tiene extremos relativos.

65. Pagina 175
a) y'=3x2=24  y'(0) 0 -x =f y'=ox
y'(\B)— 680 — x=B esun minimo.
y'C B 6B 0 — x=-& esun maximo.
b) y'(x)=8+12x-4x° y'(xX)=0—=x==-1,x=2 yU(x)=12-12x?
y"(2)=-36=0 — X=2 esun maximo.

y"(=1=0, y"(x)==-24x — y'""(-1)=24=0— X =-1 es un punto de inflexién.

y'(xX)=0—=x=12 yU(x) =

y"(2)=120 — La funcién alcanza un minimoen x=2,
y"(=2)==10 — La funcién alcanza un maximo en X= -2,

2X , L= 2x7 =2
2 y=O_X=O yo= 2 2
X7 (x> =1

y"(0)=2 — La funcién alcanza un minimoen x=0,
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y(x)=x*=2x>—6x-13
Veamos que si Y (X) siempre creciente, entonces ¥ '(x) = 0=x - K

4 JU 42 4 3-6) 41,56
6

6

y'(x)=3x"—-4x—6 y'(x) 0 +x

y'(X) no tiene raices reales (es decir, nunca se anula) y es continua — El signo de y es constante.
Comprobamos el signo de la derivada: y'(0)=6 = 0

Es decir: yV'(X) = 0¥x =k |

67. Pagina 175
yxX)=x"—mx—2 y'(x)=5x"+m
5x* = 0FXxt B s m=0 — 5x*=m =0

Por tanto, y'(x) = 0¥x«=R — y(X) es creciente en todos los nimeros reales y para cualquier valor

del parametro m.
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68. Pagina 175
a) f(x) no es derivable en todos sus puntos, ya que las derivadas laterales en X = =1 no coinciden.
b) f'(x)= 0 en (=,-2) — f(x) esdecreciente en (-:,—2),
f'(xX)=0 en (-2,+:%) — f(X) escreciente en (=2, +:%),
c) Existe un minimo relativo en X = -2 porque es el punto donde se anula la derivada.
d) f'x)=1si x==-1 — f(x)=Xx—k si x =1 porque la derivada de una recta es justamente su pendiente.
Para obtener k, imponemos la condicion dada: f(N=1—1-k=1—=k=0

Asi, f(2)=2-0=2

69. Pagina 175
y(x)=ax’+bx—c
La funcién pasa por (1.2) y (2,6) — 2=a+b—cy 6=4a=-2b—c,
y'(x)=2ax+b
y'(2)=4a+ b equivale a la pendiente de la recta tangente.
La recta tangente en (2,6) es Yy =7x—-8 — 4da+b=7

Tenemos, por tanto, un conjunto de tres ecuaciones con tres incognitas:

a—b-c=2
4a—2b+c=6 — a=3,b=-5,c=4
ba—b=7

Es decir, y(X)=3x*=5x—4,
A continuacion estudiamos la monotonia de la funcién:

y'(x)=6x-5 y'(x) 0 «x g
57 , . . .
En I “"g! : Y'(x)= 0 — y(X) es decreciente en este intervalo.
(5 1 Gy . .
En |g, - [ y'(x)=0 — Yy(X) es creciente en este intervalo.
En X z estd el Unico minimo relativo de la funcién.

70. Pagina 176

y(x)=ax*+bx—c

La funcién pasa por (10) y (0,-2) — 0=a—b+cC y -2=c¢C,

PO .. . 3 37
Ademas, tiene un minimo relativo en x 5™ y |5! 0.

y'(x)=2ax+Db —>2a§ b 0 —3a+b=0
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