Aplicaciones de la derivada

ACTIVIDADES
1. Pagina 160
- - 2 — - 2 - -
a) F= lim OO 6O A =127 6071204 6-6 o oy
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

La pendiente de la recta tangente es —12.

3 3 2
b) 't lim " ';7) PO i O 1y 30 3h T e ah 3 s
h—0 h—0

h—0 h h—0 h

La pendiente de la recta tangente es 3.

2. Pagina 160
a) f,(1)=|imf(1—h)—f(1)=”m./1—h—1=“m(./1+h—1)(./1+h—1)=“m -h-1 1 _1
n—0 h n-o h h—0 h(fT=h+1) op(fi—h+1) o fi-h+1 2

1
La pendiente de la recta tangente es 5 -

f(d=h)-~f4) 4—h—2=”m( 4+ h=2)JA—h+2) i 4-h-4

b) f'(4)=1im = lim = lim
h—0

= lim =_
h o h n-o h(Ja=h+2) oh(fa+h=2) o Ja-h+2 4

1
La pendiente de la recta tangente es I

3. Pagina 161

2 2
FOy Gmit MO T NS A 2 A im( 21 h) 2
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

La ecuacion de la recta tangentees: y—4=-2(x+ 1) » y=—-2x+ 2.

9

L, 1 1
La ecuacion de la recta normal es: y — 4 = 5 x+1)—>y= X+ o

4. Pagina 161
fll)=5

3 3 2
pey gm0 O 20 A8 S 2 VO VR ok e 6y 6
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

La ecuacion de la recta tangentees: y—5=6(x—1) > y=6x—1.

fi-1)=1
3 3 2
poy gm M FCD 20 TS Ty 20 6: N imeht shie) 6
h—0

h—0 h h—0 h h—0

La ecuacion de la recta tangentees: y—1=6(x—1) > y=6x+7.

Las rectas son paralelas a la recta y = 6x, porque su pendiente es 6.

1
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Aplicaciones de la derivada

5. Pagina 162

a) fx) x?  3x Dom f(x) = Lt

FX)=—2x +3 F) 0 v x ;

Damos valores a la izquierda y a la derecha de %:
f'(=1=0 —f(Xx) escreciente a la izquierda de x %
f'(2)==1:0—Tf(x) es decreciente a la derecha de x %

. 3] . 3
Por tanto, f(X) es creciente en l -\',Elydecreaente en |5, .

3

b) fix) —— bomf(x)=li— 2
X 2
. 3 . . -
f(x) f'(x)=0 ¥*x =k
(x 27

Por tanto, f(X) es decreciente en (=:,2)LI(2,:%) |

6. Pagina 162
) .
rx i[x22 6;( 8 : j(( 1
Caso x =1
f(x)—2-x* f'(x)=—2x f'(x)=0—x=0

Estudiamos 7'(X) a la izquierda y derecha del punto x =0 :
fi(=1=2:=0 f'()==2=0
Es decir, f(X) es creciente en (-:+,0)y decreciente en (0,7 .

Caso X =1:

f(x) x* 6x18 f'i(x)=2x -6 f'(X)=0—x=3
Estudiamos f'(X) ala izquierda y derecha del punto x=3:
f'(2)=—2=0 f(4)=2=0

Es decir, f(X) es decreciente en (1.3)y creciente en (3,—-:) .

Por tanto, f(x) es creciente en (=:=,0)LI(3, + =) y decreciente en (0, VLI(1,3) .
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7. Pagina 163

a) fx) x* 2x*

Dom f(x) = Lt
f'ix) 4x® 4x 4x(x* ) f'(x)=0—=x=0,x=+1
Estudiamos f'(X) en torno a los puntos X = =1

, Xx=0y x=+1,

f'(=2)==24+0 f'l l[ 2(1 1 3o f'll] z(l 1i 3.0 f'(2)=24=0
21 4 2! b D2

Por tanto, f(x) es decreciente en (==, =010, y creciente en (=1, 0)LI(1, + =)
x? =1

b) f(x)= . Dom f(x) = Li
1- X

Foo 2% F(x)=0—x =0
(1 x*y

Por tanto, f(xX) es decreciente en el intervalo (-:+,0) y creciente en el intervalo (0, — ).

8. Pagina 163

7 Domf(x)=t- =11 — Hay asintotas verticalesen x=1y x=-1,

o fW=0mx=0,x=—3

4 127 1
Fl2) Zeo rl 2 2o 2 I I
9 2} 25 2.9
7 1 37 27
f|_| — 0 f‘l_| =0 f'2) -0
21 9 2. 25
En x =-4/3 se alcanza el minimo relativo y en x =3 el maximo relativo.
Las coordenadas de los puntos en los que alcanza dichos valores son:
5 NECh
| 2 | | 2!
9. Pagina 164
x? 1
a) f(x) . bomf(x)=Li— 0
X
2
roo 2K F(X)= 0= x=+3
X
2(x? 6 23 6 6 23 6 6
oo 209 o 0 Loy rm 0
X NN} 3) NG
Es decir, en X = /3 se alcanza un maximo relativoy en X =-4/3 un minimo relativo.
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Aplicaciones de la derivada

XZ
b) f(x)= — Dom f(x) = Li
6
F= = XX= FlX)=0— x=0,x=+1
(x¢=2)
12 _ 6 _
f,,(x)=4(5x 25x¢ = 2)
(x¢=2)°
¢ w f--._o f'0)=1-0 (1) w E.::o
1 2y 3 (1 2) 3

Es decir, en X =0 se alcanza un minimo relativo de f(x) ,yenx =-1 yXx=1, los maximos relativos.

10. Pagina 164
x 3 Dom f(x) = & = —=3,0,2

X% 6x

__2x=1 FX)=0—= x=1

-2x°=10x" —=6x =18 _
(x =2)"x?

x*(x? = x=6)

fi(x)=

2_ —_—
2(3x° —6x 4)_>f"(1)=—2-=.'0

f'xy= —
(x —2°x°

Es decir, f(X) alcanza el mdximo relativoen x=1,

11. Pagina 165

a) fO)=7x>=x>=x+2 Dom f(x) = Lt
f'(x)=21x*=2x -1
f''(x)=42x—-2 f'(x) 0 +x i
21
f"0)==2=0 f"(1)=40:=0

. . ,
Por tanto, f(x) es convexa en | -\*,EI yconcavaen |- <<,

3
b) g(x)= ZX Dom f(x) = L
X =1
g = X HI g = - 209 g'X)=0—=x=0,x= 3
e T '

g"(=2)+ 0 g (=1=0 g (=0 g"(2)~ 0

Por tanto, £(X) es céncava en (==, —+/3)..(0,/3) y convexa en (=/3,0).. (J3, = ) .

12. Pagina 165 Yy
a) f)==-x"—x+4 Dom f(x) = L s
1\
Flx) = —2X =1 Flix)==-2=0 W

Por tanto, f(X) esconvexa *x - £ .
|
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b) 8(x)=-x-5x* Dom f(x) = Lt
g'(x)=-1-10x g'(x)==10= 0

Es decir, §(X) esconvexa *x - £,

13. Pagina 166
a) f)=x°>-3x* Dom f(x) = L
f'(x)=3x>+6x f'"(X)=6x—-6 f'(X)=0—=x=-1
f'"(=2)==-6=0 f"'0)=6:=0
Por tanto:
f(x) es convexaen (—+,—1 ycdncavaen (-1 +:),

f(x) tiene un punto de inflexion en x = -1,

b) s(x) f ! Dom g(x)=Lki— —=7,0
X7 7x

g,(X)_—xz—ZX—7 g,,(X)_Z(X3—3x2—21x—49)
(x =77 x? (x=7)°x*

g'X)=0—=x*=3x’=21x—49=0—x=7
g'"(=8)= 0 g'"(=6):: 0 g"(6) 0 g"(@8) =0
Por tanto:

g(x) es convexa en (==, =7)L10,7) y cdncava en (7,007, +-~) .

g(x) tiene un punto de inflexiénen x =7,

14. Pagina 166

f(x)=x*+ax*—3 Dom f(x) = Lt
f'(x)=3x?+ 2ax f''(x)=6x—2a

fr) o0 ox 2
3

. . . a
Como existe punto de inflexion en x=1 — T 18 3 —fx)=x’=3x"-3
Estudiamos puntos a la izquierda y derecha de x=1:
f'0)==6=0 f'(2)=6=0

Es decir:

f(x) es céncava en (=, 1) y convexa en (1,—-:) .

Las coordenadas del punto de inflexién son 1.f() = (1,1,
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Aplicaciones de la derivada

15. Pagina 167

x? 1

a) f(x) e Domf(x)=Li— 0
? 26 30 3x?
rog 2K oo I £ () il
2X X X
Fr)=0—x —£J6
30 18 30 18
R e ) —m— 0

Es decir, f(X) tiene puntos de inflexion en x = —=/6, x = /6 .

b) gx) — Domf(x)= k- —7,7
g0= X7 gy 2K =21 gy = B = 42X +49)
g'x)=0—x=
6-49
"0 0
0 =

Por tanto, £(X) tiene un punto de inflexion en x=0 .

16. Pagina 167
a) f(x)=2x° fi(x)=6x> fr(x)=12x fr(x)=12
f'(x)=0—x=0 — Posible mdximo o minimo.
f"(x)=0—x=0 — Posible punto de inflexion.
f"(0)=6=0 — Elordenesimpar — X=0 es punto de inflexién.
b) f(x)=-3x"
Flix)=-12x° frx)==-36x7  f(x)=-72x o0 =-72
f'(x)=0—Xx=0 — Posible maximo o minimo.
f'(x)=0—x=0 — Posible punto de inflexion.
f"(0)=0,
f0)=-72=0 — Elordenespary "(0)=0 — x=0 esmaximo relativo.
c) f(x)=6x°
f'(x)=30x" f(x)=120x° f'(x) = 360x? Y (x)=720x
f'(x)=0—x=0 — Posible maximo o minimo.
f"(x)=0—x=0 — Posible punto de inflexion.
f"(0)=0 0)=0

f?(0)=720=0 — El orden es impar — X=0 es punto de inflexion.
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17. Pagina 168

B(X)=1(X)— C(x)=60x— x*—(x*—=12x—120)==2x>=72x =120
Calculamos el maximo de la funcién B(x) :
B'(X)=—4x +72 B'(x)=0— x=18

B"(x)= -4 B"(18)= -4 — x=18 es maximo relativo.

El beneficio maximo se obtiene para una produccion de 18 unidades, y el beneficio maximo es:

B(18) 2-18° 72-18 120 528 €

18. Pagina 168

Buscamos el maximo global de la funcién concentracién f(t) = 300t(3 —t)— 900t — 300t* ;

f'(t)= 900 — 600t fi(¢y 0 -t

. 3] 3 .
f'(t)= —600 f |§| 6000 — t 3 €sun maximo de f(0),
1

L. ., , 3
La maxima concentracion se obtendrd en t 5

19. Pagina 169

Definimos dos sumandos X,y talesque X —y =90,

Queremos que estos sumandos minimicen, ademas, la expresion f(x,y)= x*—2y?,
Reducimos la funcién a una sola variable:

y=90-Xx — f(X)=x?=2(90— x)?
f'(x)=6x—-360 f'(x)=0— x=60

f'x)=6 f"(60)=6:0 — En X =60 hay un minimo relativo.

Asi, Xx=60 e y =30 minimizan la funcién 7(x) .

20. Pagina 169

I: longitud del lado de la base en cm h: altura del prisma en cm

P..=30 — 2(/l-h)=30 — h=15-/
La funcidén que queremos maximizar es:
V(l,h)=Ph—=—v())= [*(15—1)

V()= 31(10=1) V(D=0 — /=0,/=10 La solucidon vdlidaes /=10

V'(h=30-6/ — V"(10)= =300 — En /=10 se alcanza el maximo.
Por tanto, las dimensiones que debe tener el prisma para cumplir las condiciones dadas son:

/=10cm h=5cm
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Aplicaciones de la derivada

SABER HACER
21. Pagina 170

Primero se halla la derivada de la funcién: ' x  Inx 1

Después se calcula la derivada de la funcidn en el punto, que es la pendiente de la recta tangente a la curva
enesepunto: f'e Iner1 2

Se calcula el valor de la funcién en el punto: f e e:lne e

Asi:y e 2x e -y 2x e

22. Pagina 170

Primero se calcula la pendiente de las rectas tangentes. Como son paralelas a la bisectriz del primer cuadrante,
forman un dngulo de 45°:

m=tgas*—m=1
Después se halla la derivada de la funcién: f' x —9x7,

A continuacidn se calcula la derivada de la funcion en el punto:

Y para terminar, se hallan los puntos a.f @ =y,

23. Pagina 171
Primero calculamos la derivada de f(x)=ax® —bx —c :
f'(x)=3ax’+b

Después planteamos y resolvemos el sistema formado con las condiciones dadas:

e La ordenada en el origenes 1 — f(0)=1

e Pasa por el punto (-1, 3) — f(=1)

3

* Tiene un punto extremo relativoen (-1,3) — f'(=0=0

c=1

-a-b+c=3
3a—-b=0

—a=1b=-3,c=1

La expresion algebraica es f(x)=x®=3x +1,
Estudiamos sien X = =1 se alcanza un maximo o minimo relativo:

f'(x)=6x — f"(=)=—6-0 — Se trata de un maximo.

248



24. Pagina 171

fx)=ax'=3x" +2x* = x F'(x)=4ax® —9x> + 4x =1
Buscamos @ tal que f"(X) no tenga raices reales:

1 187 4 12a-4
f'(x)=12ax’—18x+4=0 — x 8 8 a

f'(x)=12ax’—18x+ 4

, 324-1928%0 — a= 2.
24a

f"'(0)=4 —La funcidn es concava en todos sus puntos cuando @ ~ —

25. Pagina 172

Estudiamos el signo de f'(X) con la monotonia de f(x) :
o f(X) escreciente en (=3,—2)l1(0,2) — f'(x)=0
e f(X) esdecreciente en(-=2,0)4(2,3) — 7'(x)=0
o f(X) tiene maximosen x=-2,x=2 — f'(-2)=f'(2)=0
o f(X) tiene un minimoen x=0 — f'(0)=0
Estudiamos la concavidad y los puntos de inflexion:
e f(X) esconvexaen (-3,—NWLI(1,3) ycodncavaen (=11,
o f(X) tiene puntos de inflexionen x=-1,x=1,

Ademas, (=1 =

f"(M=0 — f'(X) tiene extremos relativosen X =-1,x=1,
Representamos f'(X) con la informacion obtenida:

26. Pagina 172

Sean x e y los catetos del tridngulo rectangulo. Por el teorema de Pitdgoras, 5° = X" +y’ — y =25-x" |

La funcidén que queremos maximizar es:

A(X,y) Xg_y T A KNP

XZ
2
, 25 2x? , L 5
Alx) ——Z_ A'(X)=0 — 2x*=25 — x — — Llasolucidonvélidaes x —.
225 x? NA V2
5
, Do, ——(25-75)
" X-(2x° =75) Lo 2 .
AMX) = ———— — A == - 0 — En x — se alcanza el maximo.
2(25 - x2)/ 2 2|25,/ NA

. . 5 5
Por tanto, los catetos del triangulo deben medir: x — metros Y —= metros
NA NA
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Aplicaciones de la derivada

27. Pagina 173

1 , 1
-_x—4 Si0« x~' 2 -— Si0= X+ 2

2 2
3., ) ) . 3 )

fx = _ZX +6x—-6 Si2a x=6 — f' x = —Ex—é Si2= X6
1 . . 1
—X=2 Sié= x =12 — Si6= x =12
6 6

f'ix)=0 — %)ﬂé 0 - x=4

Analizamos si X =4 es la abscisa de un maximo o un minimo:

. 3 . 3 L.
£ (x) > Si2w xw6 — (4) 5-:: 0 — Se trata de un maximo.

Calculamos el valor de 7(x) en los extremos de cada intervalo y tambiénen x =4 :

f(0)=4, f(2)=3, f(6)=3, f(12)=4, f(4)=6

Por tanto:
Existe un maximo, que se alcanza en el cuarto mes, con un beneficio de 6 000 €.

Hay dos minimos que se dan en el segundo y sexto mes, con un beneficio de 3 000 € en cada uno.

28. Pagina 173
Se determina la funcidén que se va a optimizar.
n — n.° de unidades del articulo que se producen

C(n) = 2n®+ 270n + 2 048 — coste de produccién de n unidades

2n® 270n 2048

La funcién que determina el coste de produccion es (1) —

Se halla la derivada de la funcién que se va a optimizar:

(6n* 270)n (2n® 1 270n 1 2048) 4n® 2048

f'(n)
n? n

2

Se igual a cero la derivada para determinar los posibles maximos o minimos.

4n® 2048
ftmp 0 *—us—— 0 n 8
n

Se estudia el signo de f(n) para decidir si se trata de un maximo o un minimo.
Sin<8— f(n) <0 — fdecrece
Sin>8 — f(n)>0— fcrece

Por lo tanto, n = 8 es un minimo.

Hay que producir 8 unidades para que el coste sea minimo.
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ACTIVIDADES FINALES

29. Pagina 174
f(2)=-3 fX)=2x=2—f'(2)=2

La ecuacion de la recta tangentees: ¥ —3—2 Xx-2 —y—2x—7

30. Pagina 174
fl=1-a—6=2—a=>5

fi(x)=2x=5—="1'(1)=-3

La ecuacion de la recta tangentees: ¥ =2—- =3 X =1 =y — =3X+5

31. Pagina 174

-2 1

a) f=1n=-1 f'(x)= s—f===-=

X =1 2
L. 1 X
La ecuacion de la recta tangente es: v 1 5 X1 oy >

. 3
b) f(0)=In1=0 f'(x) -f10) 3
3x 1

La ecuacion de la recta tangente es: ¥ = 3x

c)f :| 2 f'(x)  senx -f'l:| 1
2. 21

N oA
<
>

La ecuacion de la recta tangente es: v 2 IX

df1 2 f(x)

N
N
>
YN

N >

L 1
La ecuacion de la recta tangente es: v 2 5 X 1 -y

32. Pagina 174

1
2x 3

f=1—=In1=0 f'(x)

La ecuacion de la recta tangente es: ¥ = x—1

La ecuacion de la recta normales: ¥ =—x—1

N w

N| o



Aplicaciones de la derivada

33. Pagina 174

fl|e°3 2
2.

X 2 . .
0 -x 2 esel punto de corte de f con el eje de abscisas.

f2-0 fi(x) > s - f %

w] x
w| N

. 1
La ecuacion de la recta tangente es: ¥ 3~ 2 -y

La ecuacion de la recta normal es: ¥ 3Ix 2 -y 3x 16

35. Pagina 174
f3=Ja=2

2X 4=x = X*=5 —x?—8x =5 10
Fix)= —f

2 _ 2 _

2a-x® X750 g4 [0

4-x 4-x

L 10 5
La ecuacion de la recta tangentees: ¥ 2 =~ 3y X =

36. Pagina 174
XP=x?=b6xX=1=1— X"+ X =bXx=0—= X X’—=X—=6 =0—x=0,x=2,x=-3
Tenemos que hallar las rectas que pasan por el punto (2, 1): f' x —=3x*+2x-6—f"2 =10
7 10 x 2 -y 10x 19

La ecuacion de la recta tangente es: ¥

., 1 1 6
La ecuacion de la recta normales: v 1 o X 2 .y EX z

37. Pagina 174

r pasa por A=(1, f(1) = 4) y B=(3, f(3) = 8) — Pendiente 83—;1 2

f'x =2x=-2—2—Xx—2—=f2 -5

La ecuacion de la recta tangente a la parabola que es paralelaares: ¥—-5—2 x-2 = y—2x+1
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38. Pagina 174

f'x - . __ 2 - x2 1
| X 1

f1.2 y—»2=-24+4-—(1,2)esunpuntode larecta.
f 1 2 y— =2=(-2) (-)=4 — (=1, -2) no es un punto de la recta.

Por tanto, y puede ser tangente a la funcion f en el punto (1, 2).

39. Pagina 174

. 10 1
r pasa por A=(2, f(2) =0) y B=(e + 1, fle + 1) = 1) — Pendiente >
f'x LL x e fe Inte 1)
X 1 e 1

La ecuacion de la recta tangente es:

y Ine 1 ! X e y X L ne 1
e 1 e 1
40. Pagina 174
a)f' x 2x 2
Si la recta tangente es paralela a la recta dada, entonces:

flX)=2x=-2=4—x=3 f@)=3 —pP=(3,3)

Asi, la ecuacidn de la recta tangente es:

y=3—4 x=3 —y—4x -9,

b) Resolvemos el sistema formado por la parabola y la recta:

[y x* 2x ) )
Lo o 2Xx 4x 9 =x? 6x19 0 -x 3
1y X

Es decir, Unicamente se cortan en un punto.

41. Pagina 174
f'ix)=2x—-b—f'(1)=2-0b
La bisectriz del primer cuadrante es larectay = x .
Si la recta tangente es paralela a ella, entonces: 2—b=1—b=-1
Asi, la ecuacion de la funcién es de la forma: ¥y =x*—x+c¢
Si pasa por el punto (1, 1) tenemos que: 1=1-1-c—c=1

Luego, la ecuacidn de la pardbola es: ¥ = x* = x +1
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Aplicaciones de la derivada

42. Pagina 174

a) La recta tangente forma un angulo de 45° con el eje de abscisas > m=tg 45°=1

Buscamos los puntos que verifican que 7' x  1:

3 [31 31" 3.2 15
2X—2=1—"X=_—f_|l=_ - —3=—__
2 121721 4

., 15 3 21

La ecuacion de la recta tangente es: ¥ - X 3V X 7

b) La recta tangente es horizontal — Buscamos los puntos que verificanf' x —0:

f'x 2X 2 —2x 2 0 -x 1 -f1 4

La ecuacion de la recta tangente es ¥ = -4,

43. Pagina 174

La recta tangente es paralela a la recta ¥ = 2x — 123 — Buscamos los puntos que verifican ' x 2

1

X
f'x 3x* 1 -.3x* 1 2 .x*? 1~.[
1x 1

eSix 1 .f1 4 ylaecuacidndelarectatangentees: ¥ 4 2x 1 -y 2x 2

® Si X 1 -f1 4 ylaecuacion de larectatangentees: ¥ 4 2x 1 -y 2x 6
44. Pagina 174

Para que las rectas tangentes sean paralelas, debe ocurrirque ' 1 "2 |

[f*1 =3k-2+7k 2
f'x =3kx?—2x+7k—1 — 9%k =2—k=_
|f'2 =12k—4-7k

2 —-155
‘f 1 =5 f =—
Sustituyendo este valor — —
, 2 —-154
|f 222 |f 2 =215
9 9
. . 155 2 2 157
¢ Si x=1, la ecuacion de la recta tangentees ¥ — 3~ 1T -y PR
. L 154 2 2 158
¢ Si x=-1,la ecuacién de la recta tangente es ¥ - 3 X 2 .y §X -
45. Pagina 174
f 3 9a 11 f'x 2ax 5 -f'3 6a 5

La ecuacion de la recta tangente es: ¥ —9a—-11— —6a+5 x—-3 —y— —6a+5 x-9a—-4
La recta pasa por el punto (5,0) —» 6al155 9a 4 0 - 21a 21 -a 1

Por tanto, la ecuacién de la recta tangente es: ¥ 2 X 3 -y x5

La ecuacion de larectanormales: y-2=x—-3—y=x-1

254



46. Pagina 174

7Zx
Zxt=-m

Para que sea paralelaa ¥y =2x-3 enx=2 -f'2 2,

a)f'x =

2
f'2 = =2—=1=4—-—m—m=-=-3
4—m

El punto de tangenciaes: f 2 ={4-3=1— 2,1

1
b) Si la recta tangente pasa por P(a, 5) y Q(1, 1) — Pendiente = Fariia

Si f(x) pasa por P(a,5) - f a =.a"+m=5,

X a 4 . .
f'x = X f'a = ———=—— Sustituyendo el valor de f(a)=5 en f'(a):
Zyx-m a®-m a-1
4 a 5
& 4 4401 45 -2 a2 o0-
5 a 1 la 4

Sustituyendo ahora en f(@) los valores de a:

eSja=5—f5="+m=5—5"+m=5"—m=0

eSia 4 . f 4 4 m 5+ 4° m 5 -m 9

47. Pagina 174

f2 3 f'x = —f'2 ==2

La ecuacion de la recta tangentees: ¥ 3 2x 2 -y 2x 17

Los puntos de corte de la funcidon con los ejes son:

. . 7
eConelejeY: x=0—y=7 eConelejeX:y 0 x >
27w
Por tanto, el area del triangulo es: Area = 2_= T 2
48. Pagina 174
f2=\27-5= F x X fro 2
x? 5 3

L. 2 2 5
La ecuacion de la recta tangentees: ¥ 3 3 X 2 «y —xI1=

Los puntos de corte de la funcidn con los ejes son:

. 5 . 5
eConelejeY: x 0 -y 3 eConelejeX: v 0 -x >
!o_i_iii S
. . p [ L 203 _25
Por tanto, el area del triangulo es: Area = — = u
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Aplicaciones de la derivada

49. Pagina 174

fi'_!=3+|n!tg'jl|!=3—lm=
L4, | .4|_|
tgx ' 1 1 ] 1
f'x=!g 1= = —fil_!=_=_=2
[ tgex | cos’x-tgx cosx senx AN
N7
|2}
.z ™ 6 -
La ecuacion de la recta tangentees: vy 3 2lX Z! y  2x -
Puntos de corte:
. 6 = . = 6
eConelejeY: x 0 vy — eConelejeX:y 0 :x -
) el e
|O_| 6|_|6 ,
A N A AT
rea= =
ea 2 16
50. Pagina 174
f 2 3 f5 0
2x six=0 lf' -2 =—4
f'x = 1 - 1
— Six=0 f'5 =_
l24/x—4 l 6
Asi, las ecuaciones de las rectas tangentes son:
X==-2 —>y 3 4 x 2 -y 4x 5
1 1 5
X=5 -5y —Xx 5 y _—_Xx _—
6 6 6
Puntos de corte:
1 5 25 25  [x 1
e Entrelasdosrectas: 4x 5 —x — ~—Xx —— -
6 6 6 6 1y 1
. . 5
e LaprimerarectaconelejeX:y 0 -x e
e LasegundarectaconelejeX: y=0—x=5
A
!5—'—E||- 0- -1
] . 25
Area = =—
2 8
51. Pagina 174
. . . X 1 0
La funcién corta al eje de abscisas — ¥ 0 - x X 1-e° 0 et o0 ux - X 1
le .

Asi, la funcion corta al eje de abscisas en P(—1, 0).

f' x e 1 x 1-e* e 2 x f" 1

@ |

La ecuacion de la recta tangente es: ¥ x 1

1
e
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La ecuacion de larectanormales: ¥y ——€- x+1 —y——-ex—e

1
Corte de la recta tangente conelejeY: x 0 -y 5

Corte de larecta normal conelejeY: x=0—y =-¢e

T el o= -1
R Fald

_1=e?
2 2e

52. Pagina 174
fix)y g(x) pasanpor P(-1,2) —» f 1 1 alb 2 g=N=c=2,
Tienen la misma recta tangenteenP — f* 1 g 1,
f'x 2x a -f 1 21a g'x =-2e =g -1==2

Resolvemos el sistema formado por las tres ecuaciones obtenidas:

I—z—a=—2
1—-a+b=2—a=0,b=1c=2
c=2

53. Pagina 175

'

7 ) [ J71
X=3—9—16y"=16=0—16y’=7—=y = '% — Se considera el punto i3 \/_i

e
X
2X =32yy'=0—32yy'==2X =+ y'=——
16y
y,[3 Vl__ 3 __3 37
|™7a] W T e 28
4
La ecuacion de la recta tangente es:
7 3.7 37 47
y £_—_x—3 y=_x—£
4 28 28 7
54. Pagina 175
2.7 , [ 2471
X=4—64-9y"-36=0—9y*=28—y= - Se considera el punto iA'TJ_ .
4x
8X—=18yy'=0—= —-18yy'==8x — y'= —
oy

,[42['i_ 16 8 _8J7

TS BN AN AT
R

y

La ecuacion de la recta tangente es:

y_zﬁ_sﬁx . 87 67
= x4 -

y=_X x-
3 21 7
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Aplicaciones de la derivada

55. Pagina 175

La circunferencia en cuestién tiene ecuacién: x 0° y 0° 5 x* y’ 5

fx = {5-x°
y’=5-x"—y=—5-x ,donde:|
|g x ==5-x*
=X
En primer lugar, parafix): f 1 2 f'x = 7 fr1=-
25 x?
. 1 1 5
La ecuacién de la recta tangente es: v 2 5 X Ty XS
X 1
En segundo lugar, para g(x): § 1 2 g x = _— g1 =5
5—X
. 1 1 5
La ecuacion de la recta tangentees: y 2 5 X Ty X 5

Calculamos el punto de corte de las dos rectas tangentes:

|

>
N| o

|

>
N o

>

&l

5,0
2

Calculamos el punto de corte de las rectas tangentes a f(x) y g(x) con el eje de ordenadas:

x0y055.|'05‘| xoy05 5~|0 5‘[
2 2 17'2) 2 2 172
!E_i_EHs
12 21] 25
A= =__u
2 2

56. Pagina 175
f(x)=ax®+bx*+cx—d f'(x)=3ax*—2bx—c
e La pendiente de la recta tangente esnula — f'(0)=c=0 — c=0,
La funcidn pasa por el punto (0, 2) — f(0)=2—d =2,

¢ La pendiente de esta recta tangentees 1 — f'(N=1—3a+2b=1,

X—y—2=0—~—y=-1— Lafuncién pasa por el punto (1, -1) —» f(l=-1—a—-b-2=-1—a—-b=-3,

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones anteriores:

! va 7,b 10 — f(X)=7x>=10x*+2

57. Pagina 175

a) ¥ =-2x>+3x Dom f(x) = L

y'=—-4x+3 y' 0 X ; y'M=-1=0 y'0 =30

La funcidn es creciente en

3~| . 5 .
by y decreciente en |Z' < |

. . . 3
Tiene un maximo relativo en x 7
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b) y=x"+2x°-5x>+4 Dom f(x) = Li

y'=4x7+6x*=10x y' 0 X

y'(=3)==24-0 y'(=1=12+0 yl%| 3~0 y'(2)=36 =0

., . 51 . 5
La funcidn es decrecienteen | -, Ell" (0.1 y creciente en | 510 [L(1, ),

Tiene minimos relativos en x S ¥ X= 1y un maximo relativoen x=0,

c) y=4x’-x’—x+5 Dom f(x) = Li
1- /13 14 f13
y'=12x"=2x=1 y'=0—x= x=1
12
y'(=1=13 y'(0)=-1 y'm=29
_, ) [1- /T3 1= 3] ) [ 1=J13] [1+13
La funcidn es decreciente en | . ! y creciente en |-+, !.l' L+ x!
[T 12 12 | | 12 |12 |
. . . 1- 13 L. . 1- .13
Tiene un minimo relativo en x = - y maximo relativo en x = TE
d) y=x"=5x° Dom f(x) = Lt

y'=5x'=15x> y'=0—5x"-(x’=3)=0—x=0,Xx=+3
y'(=2)=20 =0 y'(=1)==10=0 y'(==10+0 y'(2)=80—60=20.: 0
La funcidn es creciente en (==, = f3).. ({3, =) y decreciente en (-3, 3) .

Tiene maximos relativos en X =-/3, x=3 .

58. Pagina 175

) o I2x Siox =1
[x -1 si x=1 , ,
a) v . — y'=11 y'(X)=0—= x=0
[Inx SioX =1 |_ siox w1
X
yi=N==2-0 y‘|al‘| 120
L2
y(1)=y(@")=y"=0 — La funcidn es continua en x = 1.
y'(1)=2=y'(1")=1 — La funcidn no es derivable en x = 1.
1
2) —=0
y'(2) 5
La funcidn es creciente en (0,—-=:) y decreciente en (=:=,0). Tiene el minimo relativoen x=0 .
X2 =7 Sixe (=2, f2) N2, - 22)
b)y=xz_4|_3_)y_[ NaRING
[=x?=1 six=(=y2,42)
y'—.[zx S e 2 2 ) y'=0—x=0
[-2x si x+=(=y2,J2)
y'(=2)=-4+0 y'(2=4:=0 y'(=0=2:=0 y'(==-2+0
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Aplicaciones de la derivada

La funcién es creciente en (—+/2,0).. (/2. + =) y decreciente en (-, —/2).. (0,2) . Tiene méaximo relativo en

x=0 y minimos relativos en x =2, x=-2 .

59. Pagina 175

a) fx)=x*(x=1) Dom f(x) = L
2
f'(x)=3x*=2x=x(Bx+2) f'x) 0 xBx 2) 0 +x, 0%, 3
f(=0=1:0 f'l B f()=5%0
20 4
., . 2] . r2
La funcidn es creciente en I v, 5!'.. (0, 1 =) y decreciente en | 5,0[.
Tiene maximo relativo en x 3 Y minimo relativoen x=0,
b) §(X)=3x*=7x=2 Dom g(x) =k
7
g'(x)=9x* -7 g X)=0—9x°=7— x= %
g'(=1=2=0 g'0)=-7=0 g'M=2=0
» . [ 71 17 1 . [ 7 J7|
La funcidn es creciente en i— Lo, = %{' i%— w ! y decreciente en i_Tg{ .
. - . 7 ;. . 7
Tiene maximo relativo en x = —g y minimo relativo en x = £ .
c) hx)=-x"+3x>-2x Dom h(x) = Lt
—11
h'(X)==4x*=6x—=2 A'X)=0— (X =N(=4X*—4Xx—=2)=0—= X=1,X = 2“/§
h'(=2)=18 = 0 h'0)==2+0 n|%| % 0 h'(2)= =220
]
g ) [ —1=y3] T=1=B ] ) (1= 3 —1=3]
La funcidn es creciente en i—n, 2*/—[ . 2\/—,1! y decreciente en i 2\/—, 5 */—! =)
. .. . -1-3 " . -1+ .3
Tiene maximos relativos en x = 5 y X=1y minimo relativo en x = —

60. Pagina 175
X2=2  SiX = (=, =21 [2, - )
—x? =2 six=(=+2,/2)

a) y-|X’—2|—~y-.[

2 X e (=, —f2) . (2, —
y,_[x Six = ( V2) - (Z,— =) V0 x 0
|-2x sixe (=y2,2)
0 y'(=1N=2:=0 y'M=-=2-:0 y'(@2)=4:=0

y'(=2)=-4=

La funcién es creciente en (—+/2,0).. (J2, + =) y decreciente en (==, = /2) .. (0,/2) .

Tiene minimos relativos en X =-2 y X =2 y maximo relativoen x=0 .
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b) y=|—x2—6>)<—‘9|—y=|—(X—3)2|=(X—3)2

y'=2(x-3) y'=0—x=3

La funcidn es creciente en (3, —-»:) y decreciente en (=:=,3) y tiene un minimo relativoen x=3 .

c) y=|—x2—5x—é|—y=j_)(2_5x_6 six-12.3]

[X2=5x =6 sixe=(==,2)L.(3,+ )
C ] 2x s sixw(2,3) 5
Yoo ) y' 0 x =
12x 5  sixi( ~,2).(3, =) 2
17 3 13 1
yo==-5:0 y|Z[ Zuo 'l_ 1o yi(@)=350
yxsll 5 y 51| 5

L. . 51 . (5
La funcion es creciente en |2, Ell" (3, ) ydecrecienteen ( =, 2)L '5,3! .

Tiene minimos relativosen Xx=2 y x=3 y el maximo relativo en x 5

61. Pagina 175

2
a) fx) # Dom f(x) =k~ 1
X

Z_
Fo= 2% FX)=0=x=0, x=2
(x =1

En (=, 012, + =) setienef'(X)=0 — f(X) es creciente.
En (0, D1, 2) se tiene f'(x)= 0 — f(Xx) es decreciente.

Asi, f(X) tiene un maximo relativo en Xx=0 y un minimo relativoen X =2,

40 5x

x) — =2 Dom g(x)=12— 10
b) £ 10 x 5
. 10 . .
g'(x) Wﬂio ¥x T B 10 — Portanto, £(X) es decreciente en todo su dominio.
2
c) htx) X2 Domh(x)=1— 0
X
2
noo 22 oo o ox 12
X 7

| i P2 [ ,

En i—J-,— \/;lli.\/;_ J-| se tiene N'(x) =0 — h(x) es creciente.
iz Vi @ ) oo )

En i— 7,OI . iO, 7' se tiene N'(x)= 0 — h(X) es decreciente.

- . . 2 . . 2
La funcién tiene un maximo relativo en x \/; y un minimo relativo en x \/;
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Aplicaciones de la derivada

/"(X)——_XZ_2 X)) 0 x EZ
(x* =2y

En (=, —2).. (2, + ) setiene I'(X)= 0 — i(x) es decreciente.
En (—=/2./2) setiene /'(x) =0 — i(x) es creciente.

Asi, i(x) tiene un maximo relativo en x =42 y un minimo relativoen x=-2 .

e) itx) —— pom j(x)=1— 2
X 2
1 . . . -
I'(x) o7 =0 ¥x=2 — [(X) esdecreciente en todo su dominio.
X3
f) kx) > Domk(x)=E NE)
x° 3
—vi 2
k'(X)=X—9X kK'X)=0—=x=0,x=-—3
(x* = 3)

En (==, =3)LI@,+ ) setiene K'(X)= 0 — k(X) es decreciente en dicho intervalo.

En (-3,— 3)..(=4/3,0).. (0, 3) .. (/3. 3) se tiene k'(x)= 0 — k(X) es creciente en dicho conjunto.

La funcidn tiene un minimo relativo en X =-3 y un mdaximo relativoen x=3 .

62. Pagina 175
a) y=Ix-2
El dominio de Y(X)es el intervalo (0,— =),

1

y' = y'+0 entodo el dominiode V.

Por tanto, no tiene maximos ni minimos relativo y es creciente para x =0,
b) y =1In(x = 2)
El dominio de Y{(X)es el intervalo (2,—»:) .

1

— y'=0 entodo el dominiode V.

Por tanto, no tiene maximos ni minimos relativos y es creciente para x = 0.

% 3 Inx
X

El dominio de Y(X)es el intervalo (0, —-x:),

. 2
y 7

X

— y'=0—x=2 y'(N)==1+0 y'(4) w0

1 1
X 'S 8

La funcidn es decreciente en (0, 2) y creciente en (2, —-=) . Tiene un minimo relativoen x =2,
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Inx

d) vy -

El dominio de Y(x)es el intervalo (0, —-»:) ,

1 Inx
XZ

y'=0—1-INx=0—x=¢

y'(=1=0 y'(e?)

Por tanto, hay un maximo relativo en x =€, es creciente en (0,€) y decreciente en (e, —-»:) .

In x
e) vy -~ El dominio de Y(x)es el intervalo (0,—-x:) .

1 2Inx , 1
— yO-12InxO|anx\/E

y'M=1.:0 — ¥ escreciente a la izquierda de x=.fe .

1 2In2
8

y'(2) =0

Por tanto, ¥ es decreciente a la derecha de x =+/é — Es creciente en (0,/8) y decreciente en (&, — =)

Hay un méximo relativo en x = /e .

f)y Inx
El dominio de Y(X)es el intervalo (0,— =),

1 1
2 X 2x

Por tanto, no tiene maximos ni minimos y es creciente para X = 0.

y' — ¥'=0 entodo el dominiode Y .

63. Pagina 175
a) f(x) 2cos|x §| — f(x)=—2sen(x) Domf(x)=1z

La funcidn es continua en toda la recta real yf'(x)=-2-cos x .

Es periddica de periodo 2+, la estudiamos en [—», -]

T 1 .'T' i 1 . . .
En I -, Ell" |5,=! se tiene 7'(x) =0 — f(X) es creciente en dicho intervalo.

En | 55' se tiene f'(x) = 0 — f(x) es decreciente en dicho intervalo.

b) g(x)=x—-senx Dom g(x) =k
8(X) es continua en toda la recta real.
g'(X)=1-cosx g'(x) 0 +x Ol kg,k 0.1,2,...
Pero como en el intervalo —++ cosx =1, g'X) essiempre positiva.

Asi, 8(X) es siempre creciente y no tiene extremos relativos.
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Aplicaciones de la derivada

c) hix)=tgx Domh(x)=1I2

‘ 1 . . . . .
h'(x) oy h'(x)=0 paratodo ¥ — h(x) siempre creciente y no tiene extremos relativos.

64. Pagina 175

a) y=2x¢e" pom y(x) =13
y'=2xe"(2+ X) y'=0 - x=0,x==2
En (-:+,—2) setieneque ¥ =0 yen (-2,0) se tiene que ¥ 0.
En (0,%:) setieneque ¥ =0,
Por tanto, es creciente en (-, =2).1(0,— ) y decreciente en (=2,0),
En X= -2 se alcanza el maximo relativoy en Xx=0 el minimo.

b)y x 4.¢ Dom y(x) =12
y'=e"(x-3) y'=0 — x=3
En (-:+,3) setiene que ¥ = 0. — Esdecreciente en (-:+,3),
En (3, —'»:) setieneque ¥ =0, — Escrecienteen (3,—-x),
En X =3 se alcanza el minimo relativo.

)y e Dom y(x)= Iz
y'o20x  ner y'=0 — x=-1
En (-, -1 setieneque ¥ 0. — Esdecrecienteen (-, =1,
En (=1 +:=) setieneque ¥ =0 — Escrecienteen (=1 +:+)

En X = -1 se alcanza el minimo relativo.
d) y=x2" Domy(x)=1x

y'=2"(14+ xIn2) y'=0 5 x
In2

i’ 1 . ' i f 1
En | na W_! se tiene que Y '~ 0 — Esdecreciente en | R W! .

C ) ' | | . ‘
En | o ! se tiene que ¥'=0 — Escreciente en | e !

1 . .
En X s se alcanza el minimo relativo.
e)y 277 3 Dom y(x) = Iz
y'o(1 2x)2° ¥ In2 y'=0 — X

1
2

1] . . . 1]
En I -\',5! se tiene que ¥ =0, — Escreciente en I -\',—I.

21

> ) . . . > )
En |5, 'f[ se tiene que ¥'= 0, — Esdecreciente en |5, <.

1 .. .
En X 5 se alcanza el maximo relativo.
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fyy 27 Dom y(x) =1z

y' 3x7.2577.n2 y'=0 — x=0
En (-:+,0) setieneque ¥ =0 yen (0,—=) setieneque ¥ =0,

Por tanto, es creciente en ¥ y no tiene extremos relativos.

65. Pagina 175
a) y'=3x2=24  y'(0) 0 -x =f y'=ox
y'(\B)— 680 — x=B esun minimo.
y'C B 6B 0 — x=-& esun maximo.
b) y'(x)=8+12x-4x° y'(xX)=0—=x==-1,x=2 yU(x)=12-12x?
y"(2)=-36=0 — X=2 esun maximo.

y"(=1=0, y"(x)==-24x — y'""(-1)=24=0— X =-1 es un punto de inflexién.

y'(xX)=0—=x=12 yU(x) =

y"(2)=120 — La funcién alcanza un minimoen x=2,
y"(=2)==10 — La funcién alcanza un maximo en X= -2,

2X , L= 2x7 =2
2 y=O_X=O yo= 2 2
X7 (x> =1

y"(0)=2 — La funcién alcanza un minimoen x=0,

66. Pagina 175
y(x)=x*=2x>—6x-13
Veamos que si Y (X) siempre creciente, entonces ¥ '(x) = 0=x - K

4 JU 42 4 3-6) 41,56
6

6

y'(x)=3x"—-4x—6 y'(x) 0 +x

y'(X) no tiene raices reales (es decir, nunca se anula) y es continua — El signo de y es constante.
Comprobamos el signo de la derivada: y'(0)=6 = 0

Es decir: yV'(X) = 0¥x =k |

67. Pagina 175
yxX)=x"—mx—2 y'(x)=5x"+m
5x* = 0FXxt B s m=0 — 5x*=m =0

Por tanto, y'(x) = 0¥x«=R — y(X) es creciente en todos los nimeros reales y para cualquier valor

del parametro m.
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Aplicaciones de la derivada

68. Pagina 175
a) f(x) no es derivable en todos sus puntos, ya que las derivadas laterales en X = =1 no coinciden.
b) f'(x)= 0 en (=,-2) — f(x) esdecreciente en (-:,—2),
f'(xX)=0 en (-2,+:%) — f(X) escreciente en (=2, +:%),
c) Existe un minimo relativo en X = -2 porque es el punto donde se anula la derivada.
d) f'x)=1si x==-1 — f(x)=Xx—k si x =1 porque la derivada de una recta es justamente su pendiente.
Para obtener k, imponemos la condicion dada: f(N=1—1-k=1—=k=0

Asi, f(2)=2-0=2

69. Pagina 175
y(x)=ax’+bx—c
La funcién pasa por (1.2) y (2,6) — 2=a+b—cy 6=4a=-2b—c,
y'(x)=2ax+b
y'(2)=4a+ b equivale a la pendiente de la recta tangente.
La recta tangente en (2,6) es Yy =7x—-8 — 4da+b=7

Tenemos, por tanto, un conjunto de tres ecuaciones con tres incognitas:

a—b-c=2
4a—2b+c=6 — a=3,b=-5,c=4
ba—b=7

Es decir, y(X)=3x*=5x—4,
A continuacion estudiamos la monotonia de la funcién:

y'(x)=6x-5 y'(x) 0 «x g
57 , . . .
En I “"g! : Y'(x)= 0 — y(X) es decreciente en este intervalo.
(5 1 Gy . .
En |g, - [ y'(x)=0 — Yy(X) es creciente en este intervalo.
En X z estd el Unico minimo relativo de la funcién.

70. Pagina 176

y(x)=ax*+bx—c

La funcién pasa por (10) y (0,-2) — 0=a—b+cC y -2=c¢C,

PO .. . 3 37
Ademas, tiene un minimo relativo en x 5™ y |5! 0.

y'(x)=2ax+Db —>2a§ b 0 —3a+b=0
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Tenemos el siguiente sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas:

a-b—c=0
3a—-b=0 —a=-1,0=3,c==-2 — y(X)==x*=3x-2
c==2

A continuacion estudiamos la monotonia de la funcién:

y'(x)==-2x-3 y'(x) 0+« 2x13 0 -x %
3] Uy - . .
En| ~ 5!: y'(X)=0 — ¥(X) creciente en este intervalo.

[3 - . .
En |5 > ! y'(0)=0  ¥(X) decreciente en este intervalo.

En x 5 esta el unico maximo relativo de la funcion.

71. Pagina 176

a) y=x"—ax y'(x)=3x"—a
Como existe un extremo relativoen x—2 — ¥'(2)=0 .
3:22 a—-0 -a—- 12
Es decir, Y00 =x°=12x

b) y(x) = x* =12x y'(x)=3x%=12 y'(x)—6x
y'(x)—0 :a—12
y'(2)=12=0 y'( 2)— 120
Es decir:

e X—2 esun minimo relativoy X ~ =2 es un maximo relativo.

o Y(X) es creciente en (-:+,—2). (2, +~) y decreciente en (-2,2) .

72. Pagina 176
y(x)=ax®—=bx*+cx+d
y0-0 5 4d o0

y(1) %—)6 b ¢ d §—>66+6b+6c=5

y'(x)=3ax’+2bx+c
Y(X) tiene maximoen X—1 — 3a—b+c=0,
Y(X) tiene minimoen X—2 — 12a+4b—c=0,

Por tanto, tenemos un sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas:

Fa—6b+6c=5
13a—b—c=0 5 a
12a—4b—-c=0

5 5
~— b Z c=0yd O
127 4 Y

’
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a) v ax®* x1b
x? 1
2ax  2bx x?* 1
(x>
. (. ) 2a 1 2b
Tiene un maximoen X— 1 — y'( 1) 0 — —»a=b,

[ 13] 13 4a 21D
PasaporP|—2,?!—>y( 2) = T—>4a—2+b=13.

Resolvemos el sistema:
a=>b
—a=b=3
|4a-b-15=0

., 3x
Por tanto, la funcion es y —

b) Estudiamos la monotonia de la funcidn:

El dominio es toda la recta real.

1 x?
(X)) —
g (x*
y'(xX)=0—1-x*’=0—x=—1

En —2=1. 1,—w , ¥ (X)=0 5 y(X) decreciente en este conjunto de intervalos.
En -1.1, Y (X) =0 — y(X) creciente en este intervalo.
En X— 1 existe el inico minimo relativo de la funciéony en X — 1, el Ginico maximo relativo.
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a‘x 2a*(a®>  x*?
f(x) 507 A 57 1) %
2x? 5ax 2a (2x? Bax 2a%)
f(X) tiene extremo relativoen X—2 — f'(2) © 2ata” 4
(8 10a 1 2a%*)? "

La anterior identidad se verifica si 28°(@*=4)=0 — a=0y a=%2

Por tanto, a=+2, ya que en el enunciado se pide descartar la solucion a=0.

eSia=-2:

2x* = 10X =8 —0—= X*=5x4+4-0— X, ——4,x,——1
Asi, Domf=1li—- —4,—-1

eSjia=2:

2x*=10X =8 —=0— Xx* =5x+4-0—=x —4,x, -1

Asi, bomf=k— 14
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x? ax b . (2x a)c b)
y — y'(x)
x* ax ¢ (x> ax c¢)
. . 9 — (4 a)c b _
Tiene un extremo relativoen P2 7 — v'(2)=0 —, T or 0™ (@ 4)c b-0,
4 28 b
Pasa por el punto (2, -1) — Y@= 1 — 5o | —4a-btc=-8.

. b
Pasa por el origen — y(0) 0 = — b=0ycCc=0,

|(4—a)(c—b)=0

Resolviendo el sistema: 8—4a-b+c=0  a=-4 b=0yc=8
b=0
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y(x)=x-e* . y'(x)=e* —ax-e” =e¥(1—ax)
Tiene un extremo relativoen X —1 — €°(1—=a)=0 — a 1.

Asi, y(x)=x-e ",
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% .
fx —x+ax x| — flo ; Dom f(x)— k
|X

1—2ax six =0
fiix)=
[1—=2ax six -0

. ) " 1
Tiene un extremo relativoen X—1 — f(N=-0 5 1-2a=0 - a 7

Entonces:

T,
X—_X*Six™0
2

_P—xﬁxmo

f(x)= — f'(X)

|><—lx2 Six=0 1= x six 0
2

Enx 0, f(X) es continua por coincidir sus limites laterales y f(X) es derivable por coincidir
sus derivadas laterales.

Ahora ya podemos calcular la monotonia de la funcién y sus extremos relativos:

, 1T—x=0
f'(x)—0 _,! — Xx— =1
[1T=x=0

En (-, —DU(1,— ~) setiene que 'X)0 — |afuncién es decreciente.

En (=1,00L10, )= (=11 se tiene que T'X)* 0 — La funcidn es creciente.

En X— 1 sealcanza el minimo relativoy en X —1 el maximo.
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yxX)=x*+ax?-3x — y'(x)=3x*—2ax-3 _— yY"'(X)—6x 2a

Y(X) tiene punto de inflexiénen X —1 — Y"M=0 _, ¢6:1-2a=0 — a=3,
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fx)=x*—ax*+bx—c — f'(x)=3x*—2ax+b — f"(X)=6x 2a

f(X) tiene punto de inflexiénen x 3 — '@ -0  6.3+2a=0 — a=-9,
fX) pasa por 10) — f=0 _, b—c =5 |

f(X) tiene minimo relativoen X —1— (=0 _ p=15,

Como b—c=8 yb=15 — c=-7 — fX)=x"=9x*+15x -7

80. Pagina 176

a) Y=X+3x*=5x—1 - y'=3x"=6x-5 — y"=6x+6
y'"(x)=0—=x=-1
pomy = Kk
y"(xX)=0 enelintervalo (-1, +:%) — ¥ escdncava en dicho intervalo.
y"(x)= 0 enelintervalo (==, =17 — ¥ esconvexa en dicho intervalo.

b) y=x'-6x? 5 y'=4x’=12x — y"=12x"=12
y'x)=0—=x= 1
pomy =k
y'(X)=0 en (==, =N+ =) — ¥ escdncava en dicho conjunto de intervalos.
y"(x)= 0 enelintervalo (=11 — ¥ es convexa en dicho intervalo.

x? -2x L 6xP=2
) Vv=—— =

'=__ 7" -~ Domy =L—- =11
x—1_)y (x2—1)2_> (x?=1)°

y'(X)=0 ¥xzlbki— =11
y"(X)=0 en (=, =N+ =) — ¥ escdncava en dicho conjunto de intervalos.

y"(xX)-: 0 enelintervalo (=11 — ¥ es convexa en dicho intervalo.

x® 1 X2 . 6
o 7 e

d) vy

y") =0 ¥xek- 0 — Y esconvexaen (=, 00, — =),

A S Domy = £

xX* =4 (x* = 4)/

e) y=x"=4 > y'=

y'(X)=0 ¥x&= kR y"®0 ¥X — ¥ escdncava en toda la recta real.
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f)y=T—>Y=——24_X2—>y G=x 2

y'(x)=0 ¥x=(=2,2)

y"-0 en(-2,2)— Y esconvexaen (-2, 2).
y"=0 en (==, —2)LI2,+ ) — ¥V esconcava en (-, — 22, + =)

g)y=1—2InX — Y £_>y" i Dom y = (0, — -»)
X

>

y'(X)=0 %X =(0,+ =)
y"=0 paratodo X0 — ¥ es cdncava en todo su dominio.
h) ¥y =In(x* = x) Domy = (==, LI (1, =)

2x 1 V0 2x* = X)=(2x =17  =2x"+2x—1
— = =
XX (X* = x) X*(x =17

Y (X)=0 X = (=, QU1 = -n)

y"+0 en (=:=,0lJ(1,+:+) — ¥ es convexa en todo su dominio.

. In x ) 1 Inx o 3 2Inx
)y — —>v — y I
X X X

T e

Domy = (0, — -»:)

3

y”=0—)X e

3
2

i ]
y"(x)=0 enelintervalo €% — ‘ — ¥ es concava en dicho intervalo.
| ]

) , ) ot L
y"(x)= 0 enelintervalo {0.€?}{ — V es convexa en dicho intervalo.

Jy=x-ne" - y'=xe" - y"=(x+0" Domy=L

y"=0_>X- 1

y"(x)=0 enelintervalo (-1, +:+) — ¥ escdncava en dicho intervalo.

y"(X)1 0 en elintervalo (==, =7 — ¥ es convexa en dicho intervalo.

X 1 X Lox 2
kyy — —>vV

= = = Domy = Li

y'"=0 5 x—2

y"(X)=0 enelintervalo (2, —) — ¥ escdncava en dicho intervalo.

y"(X)-: 0 en elintervalo (-=~,2) — ¥ es convexa en dicho intervalo.
) y=1+2senx — y'=2C08Xx — y"=-2senx Domy = Li

Estudiamos la funcién en (=,-.) por ser periddica de periodo 2 .

y"=0 —» x=0

y"(x) =0 enelintervalo (-, 0) — ¥ escdncava en dicho intervalo.

y"(x)-2 0 en elintervalo (0,%) — ¥V es convexa en dicho intervalo.

Domy =[-2,2]
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m) Y =C0S2X — y'=-2sen2x —y'"=-4c0S2x Domy =Li

Estudiamos la funcion en i_EE por ser periddica de periodo * .

y'"=0 — x :,X :

4 4
y'(x)=0 en i—— —Z:'..}Z,E: — ¥ es concava en dicho conjunto de intervalos.
y"(x)1 0 en el intervalo i——"ii — ¥ es convexa en dicho intervalo.

4" 4’
n) y=sen’x — y'=sen2x — y'"=2c082x Domy =1L

Estudiamos la funcion en i_EE por ser periddica de periodo * .

x =
4

I

! — ¥ escdncava en dicho intervalo.

[
y"(x) =0 en el intervalo i_Z'Z

7 ! — ¥ esconvexa en dicho intervalo.

y"(x)-: 0 en el intervalo i—?— ZE
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yX)=x"=3x2=5x+6 — Y'(X)=4X+6X=5 — y"(X)=12x"+6
y'"(x):=0Fx &2 yaque 12+0 y 12x2 07X + K

Es decir, ¥ (X) no tiene puntos de inflexidn al no anularse nunca su segunda derivada.
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a)y(x)=x3—ax2—ax+b 5 y'x)=3x*—2ax—a _—, y"'(x)—6x12a
Y(X) tiene punto de inflexiénen (1,3) —» ¥ M=0  6.1-2a=0 — a=-3
yim—-3 5 p=2
Es decir, y(X)=x*=3x*—3x+2
b) ¥'00)=3x*-6x-3 y'x)-0_ x—1,
y'(0)=3=0y y'(2=3+0 — X—1 noesextremo relativo — ¥ es creciente en todo
Ya hemos visto que Y(X) tiene derivada segunda nulaen X —1,
Estudiamos ¥ 'X) entornoa x—1:
y"(0) = 640 5 y(X) esconvexa para X = 1
y"(2)=6=0 _, ¥y(X) escdncava para X = 1

Esto confirma que X — 1 es en efecto un punto de inflexion.
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fxX)=x>—ax?+bx—7 _, f'(x)=3x2—2ax+b _, f"(X)—6x 2a
Punto de inflexiénen X =1 — f"1=0=612a _, 9=-3
La recta tangente que forma 45° con el eje OXes larecta ¥ X . Asi:

f'M=-1-3 28 b_,1=3-6—b —» b=4
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y(x)=ax*=bx’+cx+d — y'(X)=4ax’—=2bx—Cc — y"(x)=12ax*+2b
Y(X) pasa por P0.3) — y(0)=3-d
Y(X) pasa por Q10) — y(N-0—a b ¢ 3.
Y(X) tiene extremo relativo en Q(10) 5 y'N=0 _, 4a—2b—c=0,

1 1

[ P12
YX) tiene punto de inflexién en x — y"iEl 0 126i§| 20 — 3a+2b=0,

N

y(X) viene, por tanto, dada por el siguiente sistema de ecuaciones:
|a —-b-c=-3

iba—-2b+c=0  a=2, b=-3,c=-2,d=3
3a-2b=0

Asi, Y(X)=2x"=3x*=2x+3
Estudiamos a continuacion la naturaleza del extremo relativo Q(1.0)
V' (X)=8Xx?=6x—2

y'( 020 y ¥'(2)# 0 — E| extremo relativo es un minimo.
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yX)=x*—ax’—4x—-b — y'(X)=3x*>-2ax—4 _, y'(x)—6x 2a

. . . 2 W2, 2
Y(X) tiene punto de inflexién en x S |31=0 — 65 22 0—a=2

y(X) pasapor 3,00 — Y3 =0 _ h=3,

Es decir, Y(X)=Xx°—=2x*—4x+3
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. . . 12
Si x e y son las dimensiones, tenemos que: xy =12 —» y = -

Como la nueva habitacién se afiade a la casa, una de sus paredes debe coincidir, y de esa forma no necesitamos

ningun ladrillo, puesto que ya esta construida.

12
Asi, debemos minimizar: P(x, y) = 2x+y — P(x) = 2x + -
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2
prx) 2 12020 124y Jex o e

Y como una longitud no puede ser negativa, tenemos que: X 6 -y 26

Comprobamos que en este punto se alcanza un minimo:

24
PIO P J6 0 - Setrata de un minimo.

Las dimensiones de la habitacion son x= /6 mey= 26 m.
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Llamamos x e y a las dimensiones de la parcela. Como va a estar unida a la pared de la nave, se verifica que:
2x+y =200 — y =200 — 2x.

Se trata de maximizar la funcién superficie dada por:
S(x) = xy — S(x) = x(200 — 2x) = 200x — 2x?
S’(x)=200-4x=0—x=50

S$”(x)=—4 <0en R — En x =50 alcanza un maximo.

Las dimensiones de la parcela son x =50 m e y = 100 m.
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Llamamos x a la arista de la base e y a la altura del prisma cuadrangular.

20
Entonces se debe cumplir que: x?y =20 — y = i

Como un paragiiero no tiene base superior, tenemos que minimizar la funcidn superficie que viene dada por:

Sy)= X = dxy — S = x7 - ax D= x2 2 20
X X
80 20x° =80
S'X)=2x——=—_— =0 — x=23[40

x? x?

y 160 " ) .
SU(x) 2 - +$" 3f40 =0 - Sealcanza un minimo.

Las dimensiones del paragiliero son:

20 20
Arista de la base: x =340 dm Altura: v = = dm
3[40 3[1600
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Sean C.. C, los catetos de un tridngulo rectangulo cualquiera.

[

El drea, A(C..C,) de dicho tridngulo viene dada por la funcién Alc,.c,)

El enunciado impone la siguiente restriccion: ¢,—¢,=20 — ¢, =20-¢

ac) G20 oe 1oz A(Cc)=10-c,  A(C)=0—c, =10
2 2
Ademds, A"(c)==1=0 — A(C)tiene un maximoen ¢,=10 .Y como ¢,=20-¢, — ¢,=10 |

Asi, el tridngulo rectangulo con mayor area es aquel que tiene ¢, =¢, =10 cm,

101
019 50 cm?.

Por tanto, su area es: A(10)
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I : hipotenusa de un tridngulo rectangulo.
C, : catetos del triangulo rectangulo.

2

P . = 2
Por el teorema de Pitdgoras se tiene que 8° - ¢’ —c,” — C, =, [64-C |
Asi, la funcion drea viene dada por la siguiente expresion:

c,c, C, 64 c
A, c,) = -
2 2

1
1 1
Alc)= i Je4—c?— 1 | A'(c,)=0— ,/64 c —~c——4ﬂ/
b2 1 64-c’| /64 o

Descartamos la solucidn negativa, y comprobamos que la positiva es un maximo:

N e Ao
39 7

A'(5)

Por tanto, en¢,= ¢, =42 cm la funcién alcanza su valor maximo:

A(44J2) %(Aﬁ-AJZ_) 16 cm?
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El drea de un rectédngulo es Al 1,)=1-1, donde ./, son los lados del rectdngulo.

Como el rectangulo estd inscrito en la circunferencia, se tiene que:

@R =17 =17 — I, J144 I?

Asi, la funcion que se quiere maximizar es la siguiente:

Al) 1144 12

1 1 1

: I :
Al (fras 1F m AU)=0—=144—17 =17 = | ==62
\l 1

Descartamos el valor negativo, y comprobamos que /.= 62 es un maximo:

l3
21 /144— [ e
. - 1 N r=yE
A= L - A'(642)— -

\/144 E 144 - 17

Los rectangulos con lado /, =/, = 642 cm son los que maximizan el area.

El rectdngulo de drea maxima que encaja en el circulo de radio R = 6 cm es un cuadrado de lado /= 62 cm.
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El drea de un rectangulo es AU, 1,)=1-1,, donde ./, son los lados del rectdngulo.

Como el rectangulo esta inscrito en la circunferencia, se tiene que:
(QRY =17 =17 — |, = JaR* =7
Asi, la funcién que queremos maximizar viene dada por la siguiente expresién: All) =1 J4R" =17

A)=0—2[(1?=2R*)=0— |, = +R2

MR2 Z 4RZ 2

Descartamos el valor negativo, y comprobamos que /. = R2 es un maximo:

/3
/ 21, J4RT =17 - ﬁ
= —h —h
\/ARZ—IWZ -2

Por tanto, /. = R</2 es un maximo para la funcién Al 1) =11, .

A"(R2) = 0

El rectdngulo de 4rea maxima que encaja en el circulo de radio R es un cuadrado de lado /= R2 cm.
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Sean x e y las dimensiones del rectangulo, y sea d su diagonal.

Por un lado, el 4rea del rectdngulo viene dada por *¥ =3

Por otro lado, por el teorema de Pitagoras se tiene que d-d=0d°=Xx*+y?

Asi, la funcidn que se quiere minimizar es: P(x |—|

P'(x) 2x - P(X)=0 52x* 18=0 ,x=+3

. S ;. L. " 54 T .
La Unica solucién vélida es X =+/3 . Comprobamos que es un minimo de la funcién: P"(x) 2 - —P" B =0

. . , 3 . .
Las dimensiones del rectangulo son X = Bey ﬁ V3, es decir, se tiene un cuadrado de lado V3 metros.
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Sean x la mitad de la base del rectangulo e y su altura. Se cumple que:

X2—y?=25 _, y=.[25-x?

La funcién que queremos maximizar es: A .J
2N
-
A(X)= 2x4[25 = x* = 2,/25x% = x* | R
X
_ 3
Alx)= DOX = AXT A(X)=0 _50x 4x°=0 _yx=0 x= N2
J25x% = x* 2
[ [542 ] Yy 5.2 (s
i \/_ X)#0 yen i \2/_ 5| —>A'()=0 Pportanto, en x T\/_ alcanza un maximo.

52

Asi, la base del rectangulo de drea mdxima mide 52 cm y la altura —— cm.
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I: longitud del lado del cuadrado r: radio del circulo

Se sabe que la suma de perimetros es 98 cm.

. . 49 3r
Ademads, aproximando el valor de it por 3, obtenemos: 4/+6r=98 — |/

., L _ 2 2 (49 3fr 2
La funcién que queremos minimizar es: AN =1"+3r" — A(r) | > ! 3r

21r 147 . 147
A'(r) rT AN=O 27 =147=0 1 L 7

Como A"(7)* 0 se puede afirmar que en "~ 7 cm se alcanza el minimo de la funcién. Asi, el lado mide:

L
2

[ 14 cm

Por tanto, para que la suma de dreas sea minima, el lado del cuadrado y el radio del circulo deben medir
14 cmy 7 cm, respectivamente.
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I: lado de la base cuadrada del prisma h: altura del prisma
12 7 6 |
- 21 4lh—24 h Z -
Atotal =24 — i 2 I 2
, L o 6 1 I
Asi, la funcion que queremos maximizar es: V(1= /7| Zi=6/-—

v 6 3/2 0 — 6 3/2_>/——2
2 2

La Unica solucion vélida es /= 2 cm. Comprobamos que donde se alcanza el maximo: V"= 3/ L V"(2)=

. . 6 2
Asi, se tiene que 1 5 3 2 cm.

Por tanto, el prisma que maximiza el volumen es un cubo de lado 2 cm.
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r: radio de la base del cilindro h: altura del cilindro.

6.0

La cartulina rectangular, por las condiciones del enunciado, tendra dimensiones h y r, por lo que se cumplira que:

2h—=2r=60 —h=30—-r

La funcién que vamos a optimizar es:

V(r,h)=ar*h 5 V(r)=ar?30—r)=30nr?—-r®

Vi(r)=60.r-3.r’ V(=0 _ 60ur=3«r> _, r=0,r=20

La solucién valida es r =20 . Comprobamos que es donde se alcanza el maximo: V()= 60w 6.r _, V"(20)=0

Asi, se tiene que =30  "* -h=10¢m,

Por tanto, las dimensiones de la cartulina para conseguir el volumen maximo son 20 x 10 cm.
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g: longitud de los lados iguales r: longitud de la mitad del lado desigual

Perimetro=10 — 28 2r=10 , g-=5 1

Base

A h  -r?h
VCono -4
3 3

e . 2 2 2 ’ .z . .
Por el teorema de Pitdgoras, se tiene que 1° =8 =1 Asi, la funcién que queremos maximizar es:

Vi) = WP (5=r) =r* ot 25—=10r

- 3 3

-2
vy 2 s Tor S=r V(=0 2r(25-10nN=5* _ r=0,r=2
3 3425 10r

La solucidn valida es ' =2 m .Comprobamos que es donde se alcanza el maximo:
En (0, 2) se tiene que V' (N0 yen (2,—-~) , V(N0
Asi, se tiene que § =5—r——"—=g=3m,

Por tanto, para que el volumen del cono generado sea maximo, los lados del tridngulo deben medir
3, 3 y 4 m respectivamente.
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x: radio de la base del cilindro
y: longitud de la mitad de la altura del cilindro
R =9 es el radio de la esfera.
Se verifica que X’ =Y’ =R’ — x*=y’=81 _, y=81-x"
La funcién que queremos maximizar es:

V(x,y)=wx’h  donde =2V,

VX,Y)=2X% 5 V(X)=2.x%[81= xZ = 2.[81x* = X°

21(324x° - 6x° w(324x° —6x° .
=2 )l ) ViX)=0 5 x=0,x=—54=-36

V'(x)
2.f81x" = x¢ 81X = x°

La solucién vélida es X =346 . Comprobamos que es donde se alcanza el maximo:
En 0.3\6 — V'(x)=0 En 36— L V'(X)=0

Asi, la altura y el radio del cilindro de mayor volumen que puede inscribirse en una esfera de radio 9 cm son:

Radio = 3v6 cm Altura = 2B1=54 = 6,/3 cm.
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Llamamos ry h al radio y a la altura del cono, respectivamente.
Se cumple que:

r’—(h-97=81 _ r’=81—-(h-9°=-h*+18h

La funcién que debemos optimizar es:
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V(r, h) %wrzh — V(h)

Wl =

=( h*118h)h %r( h® 18h?%)

v'(h) <( 3h* 36h) <( h* 12nm V'M=-0 5 h=0,h=12

Wl =

La solucién valida es 1 =12 . Comprobamos que es donde se alcanza el méaximo:
Vi h) = .( 2h112) _, V'"(12)=.0

Por tanto, las dimensiones del cono de mayor volumen son:

Altura=12 cm Radio de la base = - 12° —=18-12 = 6.2 ¢m.
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x: abscisa del punto de corte de la recta con el eje OX

m: pendiente de la recta n: ordenada en el origen de la recta

Como ’ pasa por los puntos (2,1 y (x,0) se tiene que:

10 1
m
2 X 2 X
- P(2,1) — 1 X
r:y—-mx—-n—--1_2m-n - n—=1-2m —n 1 2
2 x x 2
X
X - 5 X
Entonces, la funcion que se quiere minimizar es: A(x) = %= 2
. x? 4x A'(X)= 0 ., L) _
ANX) — x=0, x=4 Lasolucién vélidaes X—4 .
2x7 8x 18
2 2
1
ary  2XMexT 8x 8) (X' 4x)4x 8) 4 avw Muo
(2x* 8x18) (x 2y 2
1 1 i_1
R _yn=1=21-_I=2
Por tanto, m o) 5 Y |~ 21 .

L . iy 1
Y la recta buscada que minimiza el area del triangulo es v 5X 2.
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Uno de los vértices estd sobre la recta X
forma:

o L
000,0) A(X, 0) slo. X} o

La funcién que queremos maximizar es: f(x) x

f'x)—1 x f'ixX)—0 5 x—1

fr )= 1 5 f"M= 120 5 En x— 1se alcanza el maximo.

Por tanto, los vértices del rectangulo de maxima area son:
0(0,0) A(,0) Bjo.—| clt

422
21112

Y el 4rea de dicho rectangulo es (1) 5 U

2y =2 psi, los cuatro vértices que forman el rectangulo son de la
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103. Pagina 177

Los puntos buscados son de la forma (x, x?) .

La distancia entre estos puntosy (0,1 viene determinada por: D(x)= J(X —0) = (x* =17 = \x* = x? =1

2x% X 2x¢ 3x* x? 1
D'(X) — D"'(x) L

. 7 . . ]
D'X)=0 — x@x*-1=0 — x 0, x '% Las tres soluciones son vélidas. Asi:

¥ 1 .
D"(0) T 1«0 — EnXx 0 noesun minimo.
NINATENE 2 L NN BN 7 L
D |£| i-.-ao — Enx £ es un minimo. D | £[ i':»o — Enx £ es un minimo.
| 2| 3 2 | 2 3 2
. . L. |2 1 [ 2 1
Por tanto, los puntos de distancia minima son: ig E[ y i §§|

Y dicha distancia es: D

104. Pagina 177

- , 1
El vértice (a,b) esta sobre la curva v i 4.

Asi, los cuatro vértices que forman el rectangulo son de la forma:

1 T
00,00  Al,0) i 4] Cia'a_2_4=
N
La funcién que queremos minimizar es (@) o P 4i= -+ 4a
. 1 ' _ 2 _ 1
flay —14 flay—=0 _, 48° =1 _,4 1_
a’ 2

., - 1 .
La solucion valida es a > porque @ debe ser positivo.

. 1 .
!.= 16+0 —Ena 5 se alcanza el minimo.

Por tanto, los vértices del rectangulo son:

000, 0) alzol  so8 c|

. . , [ 1] 4
Y el 4rea de dicho rectangulo es f|§l =2-o=4 u.
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La funcién del enunciado representa una parabola con vértice en el eje Y, por lo que habra dos soluciones
simétricas con respecto a este eje, una en el primer cuadrante y otra en el segundo. Sea (a, 4 — @) un punto de la
pardbola del primer cuadrante.
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y’=-2x — y’(a) = —2a — La ecuacidn de la recta tangente a la pardbola en el punto (g, 4 — a?) es:

y—(4-a*)=-2a(x—a) > y=—-2ax+a’*+4

a’ 4
2a

Los puntos de interseccidn de esta recta con los ejes son: (0, @’ +4) y | ,O| .

El drea del tridngulo que se forma con estos puntos y el punto (0, 0) es: A(a)

4
(@ 4 —a), queesla
funcién que debemos optimizar.

_lea’@ —a)-4@ -4y _3a‘-ga'-t6_ . 23

A'(a) 2 l o i
16a 4a 3
243 Ly .
as= TJ_ es la solucion del primer cuadrante.
4a2(128° — 168) — 8a(3a* — 8a% — 16)  3a* +16 231
Ay — 48 )—8a( ) _3a‘+ —A”Iil-"o
16a* 2a° | 3 |
[-2.3 8] . . . -
En i—,— la tangente forma con los ejes un triangulo de area minima.

3 '3l
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Llamamos x a la mitad de la base del tridngulo, y + 5 a la altura. Se verifica que: X* =y’ =25— x = [25-y"

La funcién que hay que optimizar viene dada por:

1
Aly) —-2425 y*(y 5) (y 1525 y?
yzx/ vy y)\/ y
2

. 2y 25 y* y* sy 2
A'(y) ./25 yii(y 5)- 0 - 2y*> 5y 25 0 -y 5,y
2\/25 y? st y?

La solucion valida es la solucion positiva.

N| o

5 . . .
e En I 5’5! S AYy)= 0 Funcidn creciente

5 1 , . .
e En |5, .\~| +A'ly) 0 * Funcidn decreciente

, 5 L.
Asi,en ¥ 5 alcanza un maximo.

Por tanto, las dimensiones del triangulo de mayor area son:

75
Base: 2x = 2-g= J75 =53 cm

5 15
Altura: 5 — 5 —cm
/ 2 2
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107. Pagina 177
a) I(x) = 50x

b) B(x) = I(x) — C(x) = 50x — (10x% — 1850x + 25 000) = —10x? + 1 900x — 25 000

1900
€) B'(x) =~20x + 1900 =0 — x= —— =95

B”(x) =—-20 <0 — En x =95 se alcanza un maximo.
B(95) =-90250 + 180 500 — 25000 = 62 250

Asi, para maximizar el beneficio se deben vender los 95 juguetes, ascendiendo el beneficio a 65 250 €.
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-x? =16
B'(X)= ——=0—x"=16— x = +4

B'(x)= -32

X3

® B"’(—4) > 0 — En x =—4 se alcanza un minimo.

® B”’(4) <0 — En x = 4 se alcanza un maximo.

1 1
pay _'° 36 16 jé ¢

Asi, para obtener el beneficio maximo se deben vender 4 articulos, siendo este beneficio de 1 000 €.
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. . - 10
Siry hson el radio y la altura del cilindro: tr’*h =10 — h = =y
La funcidn que se optimiza es:

10 20

S(r,h)=wr?=2urh—S(N=wr?=2.r —=uwr? =22

L r
20 [10
S'(r)=2.-r—_2=0—~2.xr3—20=O—~--.r3—WO=O—r= 3
r I

. a0 [ [ioy 70 -
SHN=2e == ia_—|:=- 0— Enr — alcanza un minimo.

- . . . . e . 10
Por tanto, para utilizar la menor cantidad de material, las dimensiones de la papelera cilindrica seran r  3|—

10
dmy h i/; dm.
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Llamamos x, y, z a los nimeros que buscamos.

xyz100]x100yz

. ].-100 y z 200 2y 3z -y 100 2z
X 2y 3z 200] x 200 2y 3z|

Por tanto, resulta: X =100-(100-22)-z=2z-2z=7
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P(X,y,Z2)= xyz — P(z)=z(100 = 22)z = 1002? - 22°

2 1
P'(z)=200z —62°=2(200—62)=0 — z=0,2=%= E

3
" 1100 100 .
P"(z) 200 12z P IT! ~0 Enz — se alcanza un méaximo.
} 200 100 100
Asi, tenemos que: x —, ¥y 100 — - 7 —

111. Pagina 178
Clty=(t—a)—b, 9= t= 14
C'(t)=2(t-a)
C(t) tiene un minimoen t—=12 — 2(12-a)=0,
C(12)=15 — (12—a’—b=15

Resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones, obtenemos los parametros buscados:

-2a-24=0
) —a=12,b=15
[12-a)-b=15
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a) C(t)=8t°—84t* —240t, 1~ t 6
C'(t)=24t?—168t—240 C'(t)=0 — t?=7t—=10=0 — t=2,t=5
C"(t)=48t—168 C"(2)=96=168 =0 y C"(5)= 240 =168 = 0
Es decir:
En t— 2 estd el maximo de C(t) con valor C(2)= 208
En t=5 estd el minimo de C(t) con valor C(5)=100 ,

b) Dado que la ecuacion modela el gasto de energia en calefaccidn, lo natural seria que esta reflejase un mayor
gasto en los meses de invierno y un menor gasto en los meses cercanos al verano, como efectivamente
ocurre. De ahi que el maximo se dé en febrero y el minimo en mayo.

C(t) es creciente en (1,2)L1(5,6) y decreciente en (2,5) .
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a) R)y=A-t-(B=t), 0=t =20
R'(t)= A(B—1t)— At
Maximo rendimiento para t=10 — A(B-10)-10A=0
R(10)=100 — 10A(B-10)=100

Los valoresde A yB vendran dados por el siguiente sistema de ecuaciones:

|A(B—20)= 0

. A=1 B=20
[10AB-10)=100 — ’

Es decir, R{t)=1t(20-1)
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Aplicaciones de la derivada

b) R(t)=64 —64=20t-t" —t*-20t-64=0t=4,t=16
Se alcanza un rendimiento del 64 % para t =4 y t=16,

Estos valores tienen sentido ya que se encuentran ambos a la misma distancia (6 horas) del maximo del
rendimiento, que se alcanzaba para t =10,

114. Pagina 178
a) Los gastos iniciales se corresponden con G(0), y tienen un valor de G(0)=100
Este valor representa la inversidn inicial que debe realizar la empresa para comenzar su actividad comercial.
b) B(t) = I(t)= G(t) —s B(t) =—=2t*+ 50t — (t? =16t —100) = —3t? — 66t — 100
La funcién de los beneficios sera: B(t) ==3t" = 66t =100
c)B'(t)= —6t - 66 B'(t)=0 — t—11 B"(1M==6=0—t=11 es maximo.
Los beneficios son maximos para t=11, el undécimo afio desde su fundacion.

Los beneficios totales en ese afio son B(11)=-3-117—=66-11—=100 = 263 miles de euros.
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Sueldo: 1000 + 17x — 0,0025x3 Gasto: 200 + 5x

Ganancia: G(x) = 1000 + 17x — 0,0025x> — 200 — 5x = —0,0025x3 + 12x + 800

12
075

G’(x) =—0,0075x* +12=0 — x’ 1600 x40

G”(x) =-0,015x — G”’(40) < 0 — Para que la ganancia sea maxima se deben contratar mensualmente 40 pdlizas.

G(40) =1120 — La ganancia obtenida sera de 1120 €.
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En la bafiera entran 10 - 9,6 = 96 litros de agua.
Llenar la bafiera cuesta 96 - 0,01 = 0,96 €.

Si x es el nimero de minutos que el grifo de la ducha esta abierto, la funcidn del gasto viene dada por
G(x) =12 - 0,008x = 0,096x.

El maximo de esta funcion debe ser menor que 0,96.

0,96

G(x) 0,0096x -:0,96 v
0,0096

X 100

Los costes de la ducha y el bafio se igualarian a los 100 minutos.
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a)N’(t)=80-20t=0—>t=4
N”’(t) =-20 <0 — Para t =4 se alcanza un maximo.
N(4) =320 -160=160
Asi, el nimero de clientes es maximo cuando pasan 4 horas desde que la discoteca se abre.

b) Como méaximo hay 160 clientes.
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c) La discoteca cerrara cuando no quede ningun cliente.

N(t)=0— 80t — 10t2=0 — (80 — 10t) =0 — t =0, t = 8

La discoteca cerrara cuando lleve 8 horas abierta, es decir, a las 6 de la mafiana.
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a) En x =6 la funcion es continua: f(6) = f(67) =0 fl61)=15-15=0

-10x+40 0= x=6

f(x)=1
v | E 6 X+ 10
2
En (0.6 o 10x+ 40 =0 4 [ En(0,4) - f'(x)=0 - f(x)escreciente
®En(0,6) > flx)=0—-10x+40=0—-x=4— {En(4,6) - f'(x)= 0 - f(x)esdecreciente
® En (6, 10) — f(x) > 0 — f(x) creciente
f(0) =-60 fl4)=20 fle)=0 f(10) =10

—5x2+40x—60=0—>x=2,x=6

Asi, la funcién es negativa en (0, 2) y es positiva en (2, 6). También es positiva en (6, 10).

Por tanto, la empresa no tendra pérdidas a partir de un gasto en publicidad de 2 000 €.
b) El gasto en publicidad que produce el maximo beneficio es 4 000 €.

c) El beneficio maximo es de 20000 €.
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a) R'(ﬂ:L- 2 R'(t)y=0 — t=5

—t
100 1000

2 " (.
R'(t) — 0 R"(5):0 — t=5 esun maximo.
1000

La rentabilidad R(t) serd maxima para t=15 afios.

1 1 ) 1 1 1 121
b) R() 3 —5 —5 3 — — 3 — — 3,025%
100 1000 20 40 40 40
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x: largo del escenario y: ancho del escenario

100
Agscenario = 100 — XY =100 — y ~

L S [ 100
La funcién que debemos minimizar es: P(x)= 2iX - T!
200 . 200 S
P'(x) 2 =7 P(x)=0 — 2 - — Xx==%10 La solucién vélidaes x =10,
400

P"(x) = P"(10) =0 — En X =10 se alcanza el minimo.

Por tanto, las dimensiones que debe tener el escenario para cumplir las especificaciones dadas son:
Largo=10m Ancho=10m

Es decir, el escenario debe tener forma cuadrada.
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121. Pagina 179

x : longitud de los lados iguales de tela metilica.
y: longitud del lado de tela metalica que mide igual que la pared.
Como disponemos de 1000 metros de tela metalica:

2X —y =1000 — y = 1000 = 2x
La funcién que queremos maximizar es:

A(X) = x(1000 — 2x) = 1000x — 2X?
A'(x)=1000-4x A'x)=0 — 1000=4x — x =250
A"(250)= -4+ 0 — En X =250 se alcanza el maximo.

Por tanto, la cerca estara construida por la pared y tres paredes metalicas de longitud 250, 250 y 500 metros,
respectivamente.

Area: 250-500 =125000 metros cuadrados.
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x: largo de la barra en metros y: ancho de la barra en metros

P=2(x-—y)=30— X—y=15—x=15-y

Almeror =(y_1)'(X—1)=(y_1)_(14_y)

! . 15
Alnterlor=15_2y A 0 15 2y 0 Ty —

Interior
2

15
Por tanto, la barra debe ser de forma cuadrada, con sus lados de > metros.
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Xx: numero de alarmas tipo A y: nimero de alarmas tipo B
Como se van a colocar 9 alarmas, se tieneque X Y ~9 -y =9 X,
La funcién que se quiere maximizar es:

S(x, y)=  sixy= X9 X7
7 70

_ - x)? -2x(9=x) _ 3x?=36x+ 81
10 10

S'x)=0 — x=3,x=9

3x 18 " . L.
— S"()10 — En X=3 se alcanza un maximo.

— §"(9)=0 — En X— 9 se alcanza un minimo.

Por tanto, la seguridad sera maxima cuando se instalen 3 alarmas tipo A y 6 alarmas tipo B.
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. b2
Angulo de 90° — b* =2¢* — ¢ TJ_
Perimetro=6 — 2a—b—2c=6 — 2a—b(1+2)- 6 —>a=w

' altura del tridangulo.

— h

b
Por el teorema de la altura: h’ 5

N| o

b
2

Para que haya mayor luminosidad, el drea de la ventana debe ser maxima. Es decir, la funcién que queremos
optimizar es:
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b
b'— 2
. 6=b-(1=2 12b = b2(14 2.2
aa b ab DN apy= 800N T 5 _12b-001422)
2 2 2 4
A'(b) 3 b 11242 A'b)=0 p=_°
— - —_ [
2 1-22
A"(b) ! JZ =0 b 6 es el maximo
- 0 - D0=— .
2 1-22
Por tanto, las dimensiones de la ventana deben ser:
12 32 6 12 3.2
—J— metros b=_——— metros c —‘/— metros
7 1-22 7
x: altura de la ventana y: ancho de la ventana

Area=1— xy =1y

Ly L 1
La funcidén que queremos minimizar es: P(x) 2(x 7)
1
P'(x)=2i1—_2

|
|
X2

, 1 ., ™
P'(X)=0 — 1 = = X==1 Lasolucién vélidaes x— 1,

4

P"(X) = P"(1) =0 — En X~ 1se alcanza el minimo.

Por tanto, la ventana debe ser un cuadrado de 1 metro de lado para que se minimice el coste del marco.
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r: radio de la base h: altura de la lata
3 2 10
Volumen=10dm? — +/°h=10 — £ =
., L ) n=22 , 20
La funcidn que queremos minimizar es: A(r,h)= wr? = 2nrh——=—— A(r)=-.r +T
. {10
A'(r) 2=r 2 A'N=0 — .r*=10 — r=3—
r "
. 40 oy 10 L
AN 2w o — A i3—!:-0 —Enr= 3’— se alcanza el minimo.
1 I
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Por tanto, las dimensiones de la lata deben ser:
f=3/£dm h=:2 dm
", I
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x: lado de la base h: altura del depdsito

20
Volumen =20 — x’h=20 — h =

La funcion que queremos minimizar es:

i 80
C(x,h) 4xh 2x’ " C(x) —12x?
X
, 80 ' 3 3
C'(x) —  4x C'X)=0 — x*=20 — x=3f20
X
160 N 160

- 4 —C (320) o 4 1220 —En X =3/20 se alcanza el minimo.

Por tanto, las dimensiones deben ser:

20
X =320 metros h= ——= 20 metros
320

80 2120
minimoes: C Y20 = —_——2 320 = _— =12350
Y el coste minimo es: 5o o €
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r: radio de las semiesferas y del cilindro h: altura de la zona cilindrica
4 10 4
Volumen = 10+ — =r?h1 —=r* 10~ — h 10 _r
3 r’ 3
La funcidn que queremos minimizar es:
(10 4 ]
C(r,h)=20-4uwr* —=10-2:.rh=80ur" —20--.ri_— _rI
lr2 31
320=r  200= 15
c'(r) c'(r)y 0 ~r 3—
3 re 8
1602 400= [ 15
crpy 1002 400 c"|3_|:=-o
3 re {73!

,15 L.
Por tanto, en r=: e metros se alcanza un minimo.

Las dimensiones que minimizan el coste son:

r=3—m /7=23/ﬁm
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x: altura en metros del campo para maiz

y: ancho en metros del campo para maiz

Por el teorema de Tales:

400 _ X _2000-2x
160 400 -y 5

La funcion que queremos maximizar es:

B(x,y) 0,12xy 1 0,10-240-(400 x)

12
—X

B'(x) 24
125
12
B"(x) — B''(250)
125

6
—_x? 19600
125

2 B'(x)=0— x =250

Por tanto, en x = 250 metros se alcanza el maximo.

Asi, el campo de maiz debe medir 250 metros de alto por 300 metros de ancho; y el campo de trigo,
150 metros de alto por 240 metros de ancho.

El beneficio maximo es:

B(x)

MATEMATICAS EN TU VIDA
1. Pagina 180

Superficie de la lata ideal: S, = 2+-3,75:7,5—2+ 3,75? = 265,07 cm2,

Superficie de la lata comun: S, — 2+3,25-11,5+2.-3,25* - 301,20 cm2

S.—5,=3613 cm?

2. Pagina 180

No pueden existir otras medidas para latas cilindricas. Las Unicas dimensiones que minimizan la superficie son las

obtenidas anteriormente.

3. Pagina 180

Depende de la lata. Habria que comprobarlo teniendo en cuenta los diferentes tipos de latas que se encuentran

en el mercado.

4. Pagina 180

Coste por lata:

265,07 50 .
Caean — 5000 1,325 céntimos.

301,20 50

Nomal 70000 1,506 céntimos.






