Aplicaciones de la derivada

ACTIVIDADES
1. Pagina 212
a) f(X)=—x?+3x Domf(x)=R
f'(X)=—2x+3 f'(x):O—»x:g

Damos valores a la izquierda y a la derecha de X:% :

f'(=1>0 —f(x) creciente a la izquierda de ng

f'(2=—1<0 —f(x) decreciente a la derecha de ng.

Por tanto, f(x) es creciente en [—oo, g] y decreciente en [g +oo] .

Domf(x)=R—{2}

f'(x)= f'(x)=0 YxeR

f(x) tiene asintota verticalen x=2.
, 3 .
f(O):—Z<O f'(3)=—3<0

Por tanto, f(x) es decreciente en (—oo, 2) U (2, 00) .

2. Pagina 212

2—Xx? si x<1

f(X)=
() X2 —6X+8 sSi x>1
Caso x<1:
f(x)=2—x? f'(x)=—2x f'(X)=0—x=0

Estudiamos f'(x) a la izquierda y derecha del punto x=0:

f'(=0=2>0 f'(h=-2<0

Es decir, f(x) es creciente en (—oo,0)y decreciente en (0, 1) .
Caso x>1:

f(X)=x>—6x+8 f'(x)=2x—-6 f'(X)=0—x=3

Estudiamos f'(x) a la izquierda y derecha del punto x=3:

f'Q=-2<0 f'(4)=2>0

Es decir, f(x) es decreciente en (1,3)y creciente en (3,4 c0) .

Por tanto, f(x) es creciente en (—oo,0) U (3, +00) y decreciente en (0, U (1,3) .
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3. Pagina 212
a) f(X)=x*—2x>+1 Domf(x)=R
f'(X)=4x3—4x=4x(x*—") f'X)=0—-x=0,x==+1
Estudiamos f'(x) entornoalos puntos x=-1, x=0y x=+1.

——f3-1=3>0 £ 3

:2[1_1]:__<o £1(2)=24>0
2 2

f'(~2)=—24<0 f'[—1
2 4 2 2

Por tanto, f(x) es decreciente en (—co, — 1)U (0,1 y creciente en (—1,0) U (1, +00) .

_X*=1

b) f(X)_H_xZ Domf(x)=R
g AX Y0y
f(X)——(HXZ)2 f'(x)=0—x=0

Estudiamos un punto a la izquierda del 0 y otro a la derecha.

o8 (0)=8
f'(-2)= 25<O f(2)_25>0

Por tanto, f(x) es decreciente en el intervalo (—oc,0) y creciente en el intervalo (0, + ).

4. Pagina 213

f(X):1X7 Domf(x)=R—{-11} — Hay asintotas verticalesen x=1y x=-1.
2 2
Fo0="8=X) _, f()=0-x=0, x=%3
(1—x7)
f2)=—2<0 f'[—§]=§>o f'[—1]=ﬂ>o
9 2) 25 2) 9
f'[1]=ﬂ>0 f! §]=§>O f'(2)=—£<0
2) 9 2) 25 9

En x =—/3 se alcanza el minimo relativo, y en x =+/3 el maximo relativo.

Las coordenadas de los puntos en los que alcanza dichos valores son:

3V3 3V3
< o
5. Pagina 214
x* =1
a) f(x)= = Domf(x)=R —{0}
f'(X)=3;4xz F(X)=0— x =43
vy 2X7—6) v R _23-6) 6 v @ _28-6) 6
F0 =" £ @)_(_@5—J§5>0 y f'W3)= - 50

Es decir, en x =+/3 se alcanza un maximo relativo, y en x =—/3 un minimo relativo.
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2

. Ax(x® =) ,

f(X):—W f'(X)=0—Xx=0,x==%1

wooy ABX” —25x° +2)

=" 2y

ey 202542 8 "O) = g M5-25+2) 8
P =1 =30 f'0)=1>0 Fi == =3 <0

Es decir, en x =0 se alcanza un minimo relativo de f(x),yenx=-1y x =1 los maximos relativos.

6. Pagina 214

X+3
flX)= — 22 —R_{_
(x) XX bomf(x)=R—-{-3,0,2}
. —2x3—10x2—6Xx+18 2(x =1 ,
Fix) = - FX)=0—x=1
e XA(X? +x -6y (x—27x? 00 X
nioy 23X7—6X+4) e
Fr== e~ (1=-2<0

Es decir, f(x) alcanza el maximo relativoen x=1.

7. Pagina 215
a) fX)=7x3—x"—x+2 Domf(x)=R

f'(x)=21x>—2x -1

1
f'(x)=42x -2 f"X)=0—X=—
(x) X (x) X T

f"(0)=-2<0 f"(=40>0

1 . 1
Por tanto, f(x) es convexa en |—oco y céncava en pTL +o0o|.

21
b X f
)g'(X):X2+1 Domf(x)=R
oy XX +3) oy 2X(X*=3) M0 x — 0 x —
g()<)——(xz+1)2 g"(x) = T g'X)=0—x=0,x=+3
g"(-2>0 g"(-17<0 g"Mm>0 g"(2)<0

Por tanto, g(x) es cdncava en (—oo, —+/3)U(0,+/3) y convexa en (—/3,0)U/3, +00) .

8. Pagina 215 Y
a) fX)=—x>—x+4 Domf(x)=R !
f'(x)=-2x—-1 f"(xX)=-2<0

Por tanto, f(x) esconvexa VX<€R.
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b) g(x)=—-x—-5x> Domg(x)=R
g'(x)=-1-10x g'"(x)=-10<0

Es decir, g(x) esconvexa VXcR .

9. Pagina 216
a) f(x)=x>+3x? Domf(x)=R
f'X)=3x"4+6x  f'X)=6x+6 f'X)=0—x=—1
f'(-2)=-6<0 f'0)=6>0
Por tanto:
f(x) esconvexa en (—oo,—1) ycdncava en (-1, oo) .

f(x) tiene un punto de inflexién en x =—-1.

X—1
b) g(x)fm—n Dom g(x)=R—{-7,0}
o =X H2X+7 vy 2X° =3X" —21x — 49)
8= yx g = X+ 7%

g'"X)=0-x>—-3x*-21Xx—-49=0—-Xx=7
g§"(-8)<0 g§"(-6)>0 g"(6)<0 g£"@)>0
Por tanto:
g(x) es convexaen (—oo,—7)U(0,7) y concava en (—7,0)U(7, +o0) .

g(x) tiene un punto de inflexionen x=7.

10. Pagina 216
fix)=x%+ax*+3 Domf(x)=R

f'(x)=3x%+2ax f'(x)=6x+2a

a
f'"X)=0—-X=—=
(x) 3

Como existe punto de inflexionen x=1 — —g =1—a=-3 — f(X)=x*-3x*+3
Estudiamos puntos a la izquierda y derecha de x=1:
f'0)=-6<0 f'"2=6>0

Es decir:

f(x) es concava en (—oo, 1) y convexa en (1, +o0).

Las coordenadas del punto de inflexion son (1,f(1)=(11).
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11. Pagina 217

a) f(x):Xz_1 Domf(x) =R —{0}
2x3
3—x2 x?—6 30-3x?
f'(x)= o5 f'(x) = 7 f(x)= "

' X)=0— x =46

f...(_\/g):306—318¢0 f...(\/g):306—318¢0

Es decir, f(x) tiene puntos de inflexién en x =—/6, x =+/6 .

b) g(X)zfﬁ Domg(x):R—{—ﬁ,ﬁ}
oy X7 ey 2X(XP420) won 6(X* +42X% 4 49)
8 )*(x277)2 g 0= x? -7y g = x?=7"
g"'"X)=0—-x=0
6-49
"(0) = 0
& 0=5~
Por tanto, g(x) tiene un punto de inflexiénen x=0.
12. Pagina 217
a) f(x)=2x° f'(x)=6x> f'(x)=12x f'(x)=12

f'x)=0—x=0 — Posible maximo o minimo

f"(xX)=0— x=0 — Posible punto de inflexidn

f"(0)=6=0 — Elordenesimpar — x=0 esun punto de inflexidn.
b) f(x)=—-3x*

f'(x)=—-12x° f'(x)=—-36x> f(x)=—72x M(x)=-72

f'(x)=0—x=0 — Posible maximo o minimo

f'(X)=0— x=0 — Posible punto de inflexién

f"'(0)=0

M0)=-72=0 — Elordenespary 0)<0 — x=0 esun maximo relativo.
c) f(x)=6x°

f'(x)=30x* f(x)=120x° f'(x)=360x> V(x)=720x

f'(x)=0—x=0 — Posible madximo o minimo

f'"(X)=0— x=0 — Posible punto de inflexion

f'(0)=0 0)=0

fY(0)=720=0 — El orden es impar — x =0 es un punto de inflexién.

f(x)=720
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13. Pagina 218
B(X) = I(X) = C(X) = 60X — x* —(X* = 12X +120) = —2x* + 72X —120
Calculamos el maximo de la funcién B(x) :
B'(X)=—4x+72 B'(Xx)=0—x=18
B"(x)=—4 B"(18)=—4 — x =18 es un maximo relativo.
El beneficio maximo se obtiene para una produccion de 18 unidades, y el beneficio maximo es:
B(18)=—2-18%+72-18—-120 =528 €
14. Pagina 218

Buscamos el maximo global de la funcién concentracién f(t) = 300t(3 —t) = 900t — 300t :

F1(t) = 900 — 600t f'(t):0—>t:g
f''(t)=—600 f"[g]:—600<0 — t:% es un maximo de f(t).

(o .. . 3
La maxima concentracién se obtendra en fZE .

15. Pagina 219
Definimos dos sumandos x,y talesque x+y=90.
Queremos que estos sumandos minimicen, ademas, la expresién f(x,y)= x> +2y>.
Reducimos la funcién a una sola variable:
y=90—-x — f(X)=Xx*+2(90—x)>
f'(x)=6x—360 f'x)=0—-x=60
f"xX)=6 f"(60)=6>0 — En X =60 hay un minimo relativo.

Asi, Xx=60 e y =30 minimizan la funcion f(x) .

16. Pagina 219
I: longitud del lado de la base en cm h: altura del prisma en cm
Py =30 — 2/+h)=30 — h=15-/
La funcién que queremos maximizar es:
V(I h) = Ph—=52 vl = P(15—1)
V'(h=3I(10-1) V'(h)=0 — /=0,/=10 Lasolucion validaes /=10.
V'(h=30-6/ — V"(10)=-30<0 — En /=10 se alcanza el maximo.
Por tanto, las dimensiones que debe tener el prisma para cumplir las condiciones dadas son:

/=10cm h=5cm
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17. Pagina 220
fx)=e“" Domf(x)=R
f(x) es continuay derivable vx e R — f(x) continua en [-1,1y derivable en (-1,7).
Ademas, f(-N)=f(=1.
Es decir:
f(x) cumple las condiciones del teorema de Rolle en el intervalo [-1,1].
fl=2xe""  fX)=0-x=0

Por tanto, el punto c en el que f(x) tiene derivada nulaes c=0.

18. Pagina 220
f(x)=3cos’x Domf(x)=R

T 37

’

y derivable en [Eiﬁ]
2 2

¢ f(x) continuay derivable Vx € R — En particular, es continua en

R

Es decir:

f(x) cumple las condiciones del teorema de Rolle.

f'(x)=—6cos(x)senx)  f'(x)=0— x :kg,k Y/

, por lo que solo consideramos k=2.

Estamos estudiando el intervalo % S—ﬂ]

Por tanto, f(x) tiene derivada nula para el valor c==.

19. Pagina 221
fX)=7x*—x*—4x Domf(x)=R
f(x) es continuay derivable ¥x ¢ R — En particular es continua en [0, 2] y derivable en (0,2).

Por tanto, f(x) cumple las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo [0,2] .

20. Pagina 221
f(x)=cos’x Domf(x)=R

f(x) es continuay derivable ¥x ¢ R — En particular, es continua en [0, «] y derivable en (0, «) .

Luego cumple las condiciones del T.V.M. en [0,x].

f(m)—f(0)  cos’w—cos°0 _1-1
©—0 ©—0 T

Es decir, 3¢ €(0,x) tal que f'(c)=0.
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21. Pagina 222
fX)=x*—x gx)=Inx
f(x) es continuay derivable Vvx€cR . g(x) es continuay derivable en (0, 4+ o).
En particular, f(x) y g(x) continuasy derivables en [1,3].
Ademas, IN1=g()= g(3)=In3.

Por tanto, f(x) y g(x) cumplen las condiciones del T.V.M. generalizado.

f@-f(y 9-3-0-0__ 6 & L Asi 3001 3) tanue&:i.

8B3)-80) N3-In1 In3—In1 In3 g'c) In3
)

El valor c resultante sera: F) —26_1=i Czime(li%)

g'c) n3 4

1
c

22. Pagina 222
fx)=x*y gx)=x°
f(x), &(x) son continuasy derivables Yx e R — f(x), g(x) son continuas en [-1, 1y derivables en (-1,1).
Ademas, g()=1=-1=g(-".

Por lo tanto, f(x) y g(x) cumplen las condiciones del T.V.M. generalizado.

23. Pagina 223

i/'ng senx=0y i/ngzlx:o — Podemos aplicar L'Hopital:

(senx)'=cosx y 4x)'=4 — //m@://m@:l
=0 4x  x=0 4 4

3
b) lim—2—%

0 X +9-3
Q'rrg()@fx)zo y i/rrg\/x+973=0 — Podemos aplicar L'Hopital:

3

(X —X) =3 —1y WX19—3) =— im—= *X3:ng;(3xt1)2\/x+ =6

— lim
2Jx+9 X0 [x +9 —

X1
c) lim
x=1 Inx

/X/rq(xzf1)=0 y /X/rq(lnx)zo — Podemos aplicar L'Hopital:

2
xX?=0'=2xy (Inx)':i — lim% _1:/im2x2:2
X x-1 |Inx X—1
d) imBX
X—0 X

i/'ng tgx=0y gngxzo — Podemos aplicar L'Hopital:

tgx)=1+tgx y X)'=1 — Qg@%zg(wtgzx)ﬁ
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24. Pagina 223

5 2
a) //mu
=1 —x? 41

lim@4x® —4x*)=0y /me)(_xz +17=0 — Podemos aplicar L’'Hopital:

Xx—=1

5 2 4
(4X° — 4X7) = 20X* —8X y (x> + 1) = —2x — M X 4 _ m 20X —=8X _ ¢
x=1 —x“ 41 x=1  —2X
b) im&——¢
x=0 3senx

ime™>*-e*)=0vy Q’ng3senx =0 — Podemos aplicar L'Hopital:

Xx—=0

. , - - L - e 2
(e —e")'=—e"—-e"y (3senx)'=3cosx — lim =Iim =-=
x-0 3senx  x=0 3C0S X 3
c) im———
x=0 5en x

QngX:O y /ingsenx:O — Podemos aplicar L'Hopital:

(X)'=1y (senx)' =cosx — //mLzllmL%

X-0Senx  x-0C0SX
2
d) i X ;9X+']4
x=7|n(X* —6X —6)

//'n;(x2 —9x+14)=0 vy /Xing(ln(xz—éx—é)):o — Podemos aplicar L’'Hopital:

2X—6
X2 —9X +14)'=2x -9 y (IN(X? —6X —6))' = ——"———
(X? ~9x +14) y (n( )=

i X?—9x 414 _Ji 2X —NX* —6x—6)  (14—9)(49 —42—6)

7N —6Xx—6) x7 2X—6 14-6

=2
8

25. Pagina 224

. Inx
a) lim —
X—+o00 X

iminx =+coy lim X =400 — Podemos aplicar L'Hopital:

X—00 X—+00

Inx 1

(Inx)':l y X)'=1— lim—=Ilm—=0
X X—oo X X—00 X
b) fim £
x=to N X

lim e =+o00 y lim Inx =+occ — Podemos aplicar L'Hopital:
X—+00

X—+00
X

e")'=e"y (Inx)'=% — lim & _ lim xe* =+o0

x—too [N X X—too
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X
c) lim 93
X~>+302X

lim ¥ =+ y X//'m 2x% =+o00 — Podemos aplicar L'Hopital:
—+00

X—+00

X X
= Iim £

X\ o 3\ 42 i €
€")'=e"y 2x°)'=6x"— lim Jm =

X—+00 DX

3

lim e =+oo y lim 6x*>=+o0o — Podemos aplicar L'Hopital de nuevo:
X—+00

X—+00

e . er
e*)'=e"y (6x3)'=12x — lim = lim
") y (6x7) X—too 2X3 x40 12X

lim e*=+ooy [lim 12x =+o0o — Podemos aplicar L’Hépital de nuevo:
X—+00

X—+00

Xyt ax . A -
e")'=e"y (12x) 712—>X/ﬂ7m12X7X/ﬂ7w12 =400

26. Pagina 224

1 2 e _8) _7 lim f(x)=—o0
a) //'m[—— ]: i R — No existe el limite en x = 0.
x=0ldx  xe*) x-o| 4xe* 0 //n; f(X)=+oc0

1

1+
b) fim XFNXHT 0 Jim XAENXF copial iy 29X 411
X—+00 3)( o0 X—+00 3)( X—+00 3 3
il
c) lim(xInx) — 0-(~c0) lim(xInx)= lim X _tsotel  jim X fim(—x)=0
X—0 X—0 X—0 l X—0 _i X—0
X x?
27.Pagina 225
a) Q’g(tgx)* — 0° In(%(tgx)x)zgﬁxln(tgx) — 0-(—00)
1+tg°x
2 2
imxintg x) = limNEX) v iy 18Xy, ~041870-X7 0
X—0 X—0 1 X—0 _i X—0 t‘g)( 0
X x?
2 2 2 2 2
lim —I4H8 0 X7 ey Jim=2% tgx(+1g x)2—2x(1+tg X)://'m(—2x(x~tgx+1)):0
X—0 tg)( Xx—0 ’|+tg X X—0
) x o
lim(tg x)” =€’ =1
3 4x-5 4Xx-5 3
b) lim [1+—] — 1~ In[ lim [1+—] ]: lim (4X—5)In[1+—]—>0~oo
X—+00 X X—+00 X —+o0 X
-3
X2
3 X+3
|n[1+—] 2
. 3 . X we . X . 3x(4x —5)
lim (4x =5)In|1+=|= lim L lim = B AT A
A ) [ X ] xovoo xotoe =4 o0 X% (X 4 3)
4x—5 (4x -5y

4x-5
lim [1+—] =e"”
X—F00 X
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28. Pagina 225

X341 X341
2 75X 2 X15x 3 2
a) im | X2 o ] i [ X2 g X X2 ) 0.0
x—too| X2 = 2% x—too| X2 —2X a0 X2 45X | X2 —2X
—2X?—AX+4
) (x*=2x)°
In|X_+2 X’ 42
lim X3+1 X2+2 _ X?—2x L'Hopital lim x> —2x —
xotoo X2 45X | X2 —=2X|  x—+e XP 45X x—too (2X +5) (X2 4+ 1) — (X* +5x)(3x?)
X* 41 (X7
) X341
245
lim X2+2 e
x| X2 —2X
2 2 i
-2
b) fim |2 = i [T 0
X—+00 X+3 x—too| X 43
1
2 ) 2
in{ sim |2 2 i | S 0o
xoioo| X 43 xotoo X =2 | X+3
X2+ 6Xx—1
, (X +3)
X 41 X2 +1
. 2 X+3 . ) . 2 _
iim 1 InX +1 _ + Uhepital i X+3  _ X +6X2 1 _
X—too X — 2 X+3 X—too X —2 X—F00 1 XH+30(X+3)(X +’|)
,
-2
im X5+1) 01
xotoo| X 43
SABER HACER

29. Pagina 226
Primero calculamos la derivada de f(x)=ax®+bx +c:
f'(x)=3ax*+b
Después, planteamos y resolvemos el sistema formado con las condiciones dadas:

e La ordenada en el origenes1 — f(0)="1
e Pasa por el punto (-1, 3) — f(-1)=3
¢ Tiene un punto extremo relativoen (-1,3) — f'(-1=0

c=1
—a—-b+c=3t—a=1b=-3,c=1
3a+b=0

La expresion algebraica es f(x)=x>-3x+1.
Estudiamos sien X =—1 se alcanza un maximo o minimo relativo:

f'(xX)=6x — f"(=)=—-6<0 — Se trata de un maximo.
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30. Pagina 226
fx)=ax* =3x34+2x*—x f'(x)=4ax® —9x>+4x -1 f'(x)=12ax>—18x + 4

Buscamos a tal que ' (x) no tenga raices reales:

2— . .
18EVT8 —4:128-3 _, 354 192a<0 — a>f—7

' X)=12ax*> - 18X +4=0 — X =
243 6

f"(0)=4 —lLa funcién es cdncava en todos sus puntos cuando a > 12—2 .

31. Pagina 227
Estudiamos el signo de f'(x) con la monotonia de f(x) :

e f(x) escrecienteen (-3,-2)U0,2) — f'(x)>0

® f(X) es decreciente en(—2,0)U(2,3) — f'(x)<0

e f(X) tiene maximosen x=-2,x=2 — f'(-2)=f'(2)=0
e f(x) tiene un minimoen x=0 — f'(0)=0

Estudiamos la concavidad y los puntos de inflexion:

® f(X) es convexaen (—3,—1U(1,3) ycdéncavaen (—11).

¢ f(x) tiene puntos de inflexiénen x=—-1,x=1.

Ademas, f''(-N)=f"(1)=0 — f'(x) tiene extremos relativosen x=-1x=1.
Representamos f'(x) con la informacién obtenida:

|

HE]

32. Pagina 227
Sean x e y los catetos del tridngulo rectdngulo. Por el teorema de Pitdgoras, 5= x> +y? — y=~25—x7 .

La funcién que queremos maximizar es:

_ X425 x?

A(x,y):% v B )

2
25-2x? 5 ., L. 5
AX)=——L_  A'(X)=0 — 2x?=25 — x=+—= — Lasolucidon vilidaes x=—~.
2025 x° V2 V2
> .(25-75)
" X-(2x* —75) [ 5] 2 5 (o
A'X)=—T—— — —|=—— <0 — En Xx=—= se alcanza el maximo.
T V2], [g]/ 2
2
.. . 5
Por tanto, los catetos del triangulo deben medir: x =—= metros =-— metros
g 72 N
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33. Pagina 228
1 1

—§x+4 Si0<x<2 ~5 Si0<x<2
f(x)= —%xzqtéx—é Si2<x<6 — f'(x)= —%XJré Si2<x<6
%X+2 Si6<x<12 s Si6<x<12

f'X)=0 — —gx+6:0 — X=4
Analizamos si x =4 es la abscisa de un maximo o un minimo:

f"()()zf§ Si2<Xx<b6 — f"(4)=f%<0 — Se trata de un maximo.

Calculamos el valor de f(x) en los extremos de cada intervalo y tambiénen x=4:
f0)=4, f(2)=3, f(6)=3, f(12)=4, f(4)=6

Por tanto:
Existe un maximo, que se alcanza en el cuarto mes, con un beneficio de 6000 €.

Hay dos minimos que se dan en el segundo y sexto mes, con un beneficio de 3000 € en cada uno.

34. Pagina 228

Estudiamos la continuidad en el intervalo [-2,2]:
Xx*+x es polindmica — f(x) es continua en x <0.
X es polindmica — f(x) es continuaen 0<x <3.
El dnico punto de discontinuidad posible de la funcién en [-2,2] es x =0
f(O’)=X/£rgl f(X):X/ﬂl (X*+x)=0 f(O*)=X/£rg+ f(X):X/m x=0
f(0)= me(x) =0 — f(x) es continuaen x=0.
Asi, f(x) es continua en [-2,2].

Analizamos la derivabilidad de la funcion en el intervalo (g,b) :

2X +1 Six<0
f'(x)= 1 Si0<x<3
—-3sen(x—3) six>3

El Unico punto donde la funcidn puede no ser derivable en el intervalo (-2,2) es x=0.
f'(O*):X/LnJ(2X+1):1 f'(O*):X/Ln(l1:1
f'0")=f'(0")=1— f(x) esderivableen x=0 — f(x) es derivableen [-2,2].
Comprobamos si la funcién toma los mismos valores en los extremos del intervalo:
f2)=(-2+(-2)=2 f2)=2
Aplicamos el teorema de Rolle para asegurar la existencia de c:

Como f es continua en [-2,2], derivable en (-2,2) y f(—2)=f(2), entonces existe

algln punto ¢ en (-2,2) enelque f'(c)=0.
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f(X)=x%+2x gx)=x>-1
Definimos la funcion h(x)=f(x)—g(x)=x*+2x —x*+1, y la igualamos a cero.
Supongamos que existen dos soluciones x, y x, de la ecuacién. Asi, f(x) y g(x) se cortarian en dos puntos.
Es decir, h(x,)=h(x,)=0.
Comprobamos las hipdtesis del teorema de Rolle:
h(x) es continua y derivable por ser la diferencia de dos funciones continuas y derivablesen R .

h(x) continua

h(x) derivablet — 3c € (x,, x,) tal que h'(c) =
h(x,)=h(x,)
h'(x)=3x*+2-2x h'x)=0 — x _2Eva-2 3_24 — No existen valores reales que satisfagan la ecuacién.

Como no se cumple la tesis del teorema de Rolle y h(x) es continua y derivable en el intervalo, no pueden
existir dos puntos distintos en los que las funciones se cortan.

Mediante el teorema de Bolzano, comprobamos que fy g tienen un punto de corte:

h(=17=-3<0y h(0)=1>0—3ce(-1,0) tal que h(c)=f(c)—g(c)=0— f(c)=g(c)
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ax’+x+b six<1
f(x)= .
2X+2 Six>1

La funcién es continua en R—{1} , porque las dos ramas son polindmicas. Imponemos la condicién de que sea
continuaen x=1:

f(= //'nz f(x)= //'n17+ f(x)
//'nzf(x):a+1+b //'ngf(x):2+2:4 — a+1+b=4 — a+b=3

Estudiamos la derivabilidad en el intervalo abierto (0, 4).

2ax+1 six<1

f'(x)=
00 2 Six>1

La funcion es derivable en R—{1} porque las dos ramas son polinémicas. Imponemos la condicién de que sea
derivable en x=1:

f'(1)y=~f'(1)
f'(1*)://nz(23x+1):28+1 f'(1*)://n112:2 — 2a+1=2

Asi, f(x) es derivable en (0, 4).

a+b=3 1 b:E

Resolvemos el sistema: — a=—,
2a+1=2 2 2

Para terminar, comprobamos las hipdtesis del teorema:

f continua en [0,4]

—3ce(0,4) tal que f'(c _ns=rvr - 2 19
f derivable en (0,4)} €(0,4) tal que f'(c)
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a) im-2 9 fim X v i @ _8_ 5, 4y
0e*—1 0 -0 @% _1 w0 e¥
2 [
b) Jim €08 ax2 1:71
x=0  Senx
cos’ax—1 1-1 0
m——=—— — =
x=0  sen x? 0 0
2 — A . — . . . —a-
Jim €98 ax2 T Lep im 2a-cosax-senax _ im =2 senzax 0
X0 senx x=0  25eNnX-CoSX x=0  Sen2x 0
—3-5eNn2aX  Luop im —2a%.cos2ax g
X=0  Sen2x x=0  200S2X
Asi: —a°=—-1— a=+1
ACTIVIDADES FINALES
38. Pagina 230
a) y=—-2x>+3x Domf(x)=R
. . 3
y'=—4x+3 y:OHX:Z
Y'(N=-1<0 y'(0)=3>0
., . 3 . 3
La funcion es creciente en —oo,Z y decreciente en Z'+OO .
. L. . 3
Tiene un maximo relativo en x =7
b) y=x*+2x*-5x*+4 Domf(x)=R
' 3 2 . 5
y'=4Xx3+6x* —10x yIOHX:7§,X:O,X:1
y'(~3)=—-24<0 y'(=10=12>0 y'[%]:—3<0 y'(2)=36>0

La funcidn es decreciente en 7%' O]U(l +00).

—00, f%]U(O, 1) y creciente en

Tiene minimos relativos en x = - X =1,y un maximo relativoen x=0.

c) y=4x*—x*—x+5 bomf(x)=R
y'=12x=2x -1 y':0—>x:1_m,X:1+m
12 12
y'(=1)=13 y'(0)=-1 y'(=9
La funcidn es decreciente en 1_m,1+\/§ y creciente en _00’1—\/ﬁ U 1+m’+oo )
12 12 12 12
Tiene un minimo relativo en x = Hfz/ﬁ y un maximo relativo en x = qu :
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d) y=x°-5x° Domf(x)=R
y'=5x*—15x y'=0—5x>(x*’-3)=0—x=0,x==+/3
y'(=2)=20>0 y'(=1)=-10<0 y'(=-10<0 y'(2)=80—60—20>0
La funcién es creciente en (—oo, —~/3)U(/3, +00) y decreciente en (—/3,/3) .

Tiene maximos relativos en x = /3, x =+/3 .
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Xx2=1 si x<1
—

. 1 y'x)=0—x=0
Inx si x>1

2X S x<1
Y= Siox>1
X

a)y{

y'(=1=-2<0 y'[%]:1>0

Y1) =y(1) =y =0 — La funcidn es continua en x = 1.
Y'(1T)=2=y'(1")=1 — La funcién no es derivable en x = 1.

y'(2)=%>o

La funcidn es creciente en (0, +o0) y decreciente en (—oo,0).

Tiene el minimo relativoen x=0.

X?=7  sixe(—o0,2]UN2, +0o0)

b) y=|x*-4-3 - y=
)y ‘ ‘ v '—x2+1 six e(—/2,42)

2% si X €(—00,42)UW2, 4 0) .
= y'=0—x=0
—2x si xe(~2,42)
y'(-2)=-4<0 y'(2=4>0 y'(=1=2>0 y'(h=-2<0.

La funcién es creciente en (—/2,0)U(/2, +o0) y decreciente en (—oco, —+2)U(0,~/2) .

Tiene un maximo relativo en x =0 y minimos relativos en x =+2, x = —/2 .
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a) fX)=x*x+1 Domf(x)=R

f'(x)=3x?+2Xx = X(3X +2)

f'(x):oﬂx(3x+2):oax1:O,xz:—%
: (1 1 ,
f'=0=1>0 f[—f]:—f<0 f'M=5>0

La funcidn es creciente en |—oo, fg]U(O, +00) y decreciente en [fg O] .

Tiene un maximo relativo en x = -3 y un minimo relativoen x=0.
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b) g(x)=3x*-7x+2 Dom g(x)=R
g'(X)=9x* -7 g'(x):o—>9x2:7—>x:ig
g'(-1=2>0 g'0)=-7<0 g'M=2>0
La funcidn es creciente en |—oo, J;]U[\/; +oo| y decreciente en \/37\/7] .
Tiene un maximo relativo en x =fg y un minimo relativo en x =g.
c) h(x)=—-x*4+3x%-2x Domh(x)=R
h'(X)=—4x° +6x -2 h'(x):O-»(x—1)(—4x2—4)(+2):0—>x:1,x:_%\/§
h(-2)=18>0 h(0)=—2<0 n'[%]:%w h'(2)=-22<0
La funcién es creciente en |—oo, _1;\/§]U _1—;\@,1] y decreciente en _1;\@, _1—;\@ U, +00).
Tiene maximos relativos en x = _1;@ y X =1,y un minimo relativo en x = —142-x/§ .
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X2—2  sixe(—o0,—v2]UN2, + o)

a)y=|x"-2—y=
) y=| =Y |x2+2 six €(—/2,+/2)

o [2x sixe(—oo, —V2)UW2Z, +o0) .
- y'=0-x=0
—2x six e(—2,42)
y'(-2)=-4<0 y'(=1=2>0 y'(h=-2<0 y'(2=4>0

La funcién es creciente en (—/2,0)U(/2, + o) y decreciente en (—oo, —+/2)U(0,~/2) .
Tiene minimos relativos en x = —/2 y x =+/2, y un maximo relativoen x=0.
b) y=[-x"+6x—-9 -y =|-(x-3°|=(x -3
y'=2x-3) y'=0—x=3
y'(0)=-6<0 y'(4)=2>0
La funcidn es creciente en (3, +oc) y decreciente en (—oo, 3) y tiene un minimo relativoen x=3.

—X?+5x—6 sixel23]

c) y=|-x*+5x—6—y=
)y \ ‘ y {x25x+6 Si X € (o0, 2)U(3, +o0)

. [-2x+5 sixe(23) , 5
= ; y'=0—-x=-
2X—=5  sixe&(—o00,2U(3, +o0) 2
. (11 3 (13 1 .
0)=-5<0 —_==2s0 “l=——<0 4)=3>0
v'(0) < y[S] 5> y[s] 5< y'(4)=3>

La funcidn es creciente en 2,%]U(3, +00) y decreciente en (—oo, 2)U[g, 3] .

Tiene minimos relativosen x=2 y x =3,y el maximo relativo en x =3
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2
a) fx) =2 ‘Xzﬁrz Dom f(x) =R — {1}
2
f'(x)_X —2X f'X)=0—x=0, x=2

En (—oo0,0)U(2, +00) setienef'(x)>0 — f(X) es creciente.
En (0,U(1,2) se tiene f'(x)<0 — f(x) es decreciente.

Asi, f(x) tiene un maximo relativo en x =0 y un minimo relativoen x=2.

40-5x
b) 80X ==5— Dom g(x) =R —{10}
g'x)= (1(;1?()2 <0 vx e R—{10} — Por tanto, g(x) es decreciente en todo su dominio.
2
o) hon =% X+2 Dom h(x) =R — {0}
2
h'(X):7X 2_2 h'(x):O-»x:i\F
X 7

se tiene que h'(x)>0 — h(x) es creciente.

\/2 +00
7

se tiene que h'(x)<0 — h(x) es decreciente.

T (s . 2 ;s . 2
La funcidn tiene un maximo relativo en x =— - y un minimo relativoen x=,|=.

X

d) /(X):m Domi(x)=R
Lo =X 42 M) 0 —
/(X)f(x2+2)2 I'(X)=0— x =42

En (—oo, —v2)U2, + ) se tiene que i'(x) <0 — i(x)es decreciente.
En (—/2,+/2) se tiene que i'(x)>0 — i(x) es creciente.

Asi, i(x) tiene un maximo relativo en x =~/2 y un minimo relativo en x=-—/2 .

, 1 ,
e) J=1— Dom j(x) =R —{2}

J'(x)= X712)2 <0 Vx=2 — j(x) esdecreciente en todo su dominio.

X
f) k) =—7— Domk(x) = R—{+/3}
/<'(X)=M kK'X)=0—-x=0,x==+3
(x* -3y '

En (—oo, —3)U(3, +00) se tiene que k'(x)<0 — Kk(x) es decreciente en dicho intervalo.

En (=3, —v/3)U(—/3,0U(0,+/3)U3,3) setiene que k'(x)>0 — k(x) es creciente en dicho conjunto.

La funcidn tiene un minimo relativo en x =—-3 y un maximo relativoen x=3.

406



Aplicaciones de la derivada

43. Pagina 230
a) y=Inx-2
El dominio de y(x)es el intervalo (0, + o) .

y :% — ¥'>0 en todo el dominio de y

Por tanto, no tiene méaximos ni minimos relativos y es creciente para x >0.
b) y=In(x-2)
El dominio de y(x)es el intervalo (2, + o).
y':ﬁ — ¥'>0 en todo el dominio de y
Por tanto, no tiene méaximos ni minimos relativos y es creciente para x >0.
c) y:3+lnx
X

El dominio de y(x)es el intervalo (0, +o0) .

=2 1 =24X . . . 1
y=7+;= P — Yy =0—-x=2 y'(=-1<0 y(4)=§>0

La funcidn es decreciente en (0, 2) y creciente en (2, +o0). Tiene un minimo relativoen x=2.

Inx
d)y—f;

El dominio de y(x)es el intervalo (0, + o) .

. 1=Inx
=

y'=0—=1-Inx=0—x=¢€

y'(=1>0 v'(e?)= . <0
Por tanto, hay un maximo relativo en x =¢, es creciente en (0, e) y decreciente en (e, +o0) .

e) y:l?(—f — El dominio de y(x)es el intervalo (0, 4 c0) .

. 1-2Inx
==

y'=OH1—2Inx=OHInX=%HX=\/E

y'(M=1>0 — y escreciente a la izquierda de x=+/e .

1-2In2
8

y'(@2) = <0
Por tanto, y es decreciente a la derecha de x =+/e — Es creciente en (0,/¢) y decreciente en (e, + ).

Hay un maximo relativo en x =+/e .

f) y =In(X)
El dominio de y(x)es el intervalo (0, + o) .
y':ﬁ:% — y¥'>0 entodo el dominio de y

Por tanto, no tiene méaximos ni minimos y es creciente para x >0.
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a) fix)= 2cos[x +g] — f(x)=-2sen(x) Domf(x)=R

La funcidn es continua en toda la recta real yf'(x)=—2-cos x .

Es periddica de periodo 2x, la estudiamos en [—x, 1] :

En [—ﬂ,—g]U[g,ﬂ se tiene que f'(x)>0 — f(x) es creciente en dicho intervalo.

En [fgg se tiene que f'(x)<0 — f(x) es decreciente en dicho intervalo.
b) g(x)=x—senx Domg(x)=R

g(x) es continua en toda la recta real.
g'(X)=1—Ccosx g'(X):OHX:O:tkg,k:O,lZ..

Pero como en el intervalo [, w] cosx <1, g'(x) es siempre positiva.
Asi, g(x) es siempre creciente y no tiene extremos relativos.

c) hix)=arctg x Dom h(x)=R

h'(x)=—— — h'(x)>0 paratodo x — h(x) siempre creciente y no tiene extremos relativos.
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a) y=2x%.¢e" Dom y(x)=R
y'=2xe*(2+X) y'=0 - x=0,x=-2
En (—oo,—2) setiene que y'>0 yen (-2,0) se tiene que y'<0.
En (0,00) setieneque y'>0.
Por tanto, es creciente en (—oco, —2)U(0, +c0) y decreciente en (-2,0).
En x=-2 se alcanza el maximo relativo, y en x =0, el minimo.

b) y=(x—4)-¢e" Domy(x)=R
y'=e'(x-3) y'=0 —> x=3
En (—o0o0,3) setiene que y'<0 — Es decreciente en (—oc,3).
En (3,+00) setieneque y'>0 — Escrecienteen (3,+o0).
En x =3 se alcanza el minimo relativo.

c) y=e""%41 Dom y(x) =R
y'=20x + 9 y'=0 - x=-1
En (—oo,—1) setiene que y'<0 — Esdecreciente en (—oo,—1).
En (-1, +00) setieneque y'>0 — Escrecienteen (-1, +o0).

En X =—1 se alcanza el minimo relativo.
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d) y=x-2 Domy(x)=R
y'=2"(1+xIn2) y'=0 — Xk
In2
En [foo,fi se tiene que y'<0 — Esdecreciente en oo,fi].
In2 In2
1 . . 1
En |—, se tieneque y'>0 — Escrecienteen |—, .
[ in2 +°°] que ¥ [ in2 +oo]
1 L. .
En x =~ se alcanza el minimo relativo.
e) y=2""-3 Dom y(x)=R
y'=(1-2x)2""In2 y'=0 — x:%
En [foo,%] se tiene que y'>0 — Escreciente en [foo,%].
En [%,—l—oo] se tiene que y'<0 — Es decreciente en [%,—f—oo].
En x =% se alcanza el maximo relativo.
f) y =2 Dom y(x)=R
y'=3x2.2".In2 y'=0 - x=0
En (—o0,0) setieneque y'>0 yen (0, +o00) setiene que y'>0.
Por tanto, es creciente en R y no tiene extremos relativos.
46. Pagina 230
a) y'=3x7-24 V'(X)=0—x=48 y'=6x
y"'/8) =68 >0 — x=+/8 esun minimo.
y'(/8)=—6/8 <0 — x=—/8 esun maximo.
b) y'(x)=8+12x —4x° Y'(X)=0-x=-1,x=2 y'(x)=12—-12x?

y'"'(2)=-36<0 — X=2 esun maximo.
y'(=N=0, y"X)=-24x - y"'(-)=24=0— X=—1 es un punto de inflexion.

. 2X2 =2 , W =43 4+12x
= X)=0—X==+1 =
c)y (X% +1? ' Y (X241

y"(W>0 — Lafuncién alcanza un minimoen x=1.
y"(=1) <0 — La funcidn alcanza un maximo en x=-1.

, , " 8
d) y'x)= 2 Y'(X)=0—x=42 =5

y'"(2)=1>0 — La funcién alcanza un minimoen x=2.

y"(=2)=-1<0 — La funcidn alcanza un maximoen x=-2.
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2
2X Y'=0—x=0 y..:72X +2

ey T X2 (X% 41)?

y'"(0)=2 — La funcién alcanza un minimoen x=0.
f) y' = +2x+4)€
y'=0 paratodo valorde x.

Por tanto, la funcidn no tiene extremos relativos.

47. Péagina 230
y(X)=x*—=2x>+6x-13

Veamos que si y(x) es siempre creciente, entonces y'(x)>0 VxeR:

—4+\(-4-4-3-6) _4+-56
6

V'(X)=3x—4X+6 y'(X)=0—x=— 2
y'(x) no tiene raices reales (es decir, nunca se anula) y es continua — El signo de y es constante.
Comprobamos el signo de la derivada: y'(0)=6>0

Es decir, y'(X)>0vx cR.

48. Pagina 230
yX)=x"+mx+2 y'X)=5x"+m
5x*>0vXxeR — m>0 — 5x*+m>0

Por tanto, y'(x)>0vx € R — y(x) es creciente en todos los reales y para cualquier valor del pardametro m.

49. Péagina 230

a) f(x) no es derivable en todos sus puntos, ya que las derivadas laterales en x =—1 no coinciden.
b) f'(x)<0 en (—o0,—2) — f(x) es decreciente en (—oo0,—2).
f'(xX)>0 en (-2, +00) — f(X) escreciente en (-2, +0) .

c) Existe un minimo relativo en x = -2 porque es el punto donde se anula la derivada.

d) f'(x)=1si x>-1 — f(X)=x+k si x>-1 porque la derivada de una recta es justamente su pendiente.
Para obtener k, imponemos la condicidon dada: f()=1—1+k=1—k=0

Asi: f(2)=2+0=2

50. Pagina 230
y(xX)=ax*+bx+c
La funcién pasapor (1,20 y (2, 6) — 2=a+b+Ccy 6=4a+2b+cC.
y'(X)=2ax+b
y'(2)=4a+b equivale a la pendiente de la recta tangente.

La recta tangenteen (2, ) es y=7x—-8 — 4da+b=7.
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Tenemos, por tanto, un conjunto de tres ecuaciones con tres incégnitas:

a+b+c=2
da+2b+c=6 — a=3,b=-5c=4
da+b=7

Es decir, y(X)=3Xx>—5x+4.

A continuacién, estudiamos la monotonia de la funcién:

y'(X)=6x-5 y'(x):OHx=%
En [—oo, 2] y'(X)<0 — y(x) es decreciente en este intervalo.

En [g,Jroo]: y'(X)>0 — y(x) es creciente en este intervalo.

En X:g estd el Unico minimo relativo de la funcion.
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y(xX)=ax*+bx+c

La funcién pasa por (1, 0) y (0,—2) —» 0=a+b+Cy —-2=cC.

Ademas, tiene un minimo relativo en x:g — y'[%]:o

y'(X)=2ax+b —>2a%+b=0 —3a+b=0

Tenemos el siguiente sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

a+b+c=0
3a+b=0 — a=-1,b=3,c=-2 — y(X)=—x*>+3x-2
c=-2

A continuacidn, estudiamos la monotonia de la funcidn:

V'(X) = —2x +3 y'(x):0—>—2x+3:0—>x:g

E] : V'(X)>0 — y(X) es creciente en este intervalo.

En [—oo,
2

En [%,4—00]: y'(X)<0 — y(x) es decreciente en este intervalo.
En x :% estd el Unico maximo relativo de la funcién.
52. Pagina 230
a) y=x°+ax y'(X)=3x*+a
Como existe un extremo relativoen x=2 — y'(2=0:

3.224+3=0—-4a=-12

Es decir, y(x)=x®—12x.
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b) y(x)=x*—-12x y'(X)=3x*-12 y'(X)=6x
V' (X)=0—a=42
y'(@2=12>0 y"(-2=-12<0
Es decir:
e X=2 esun minimo relativoy Xx=-2 es un maximo relativo.

e Y(X) es creciente en (—oo, —2)U(2, +o00) y decreciente en (-2,2).

53. Pagina 231
y(X)=ax® +bx> +cx +d
y0)=0 — d=0
y(1):g — a+b+c+d:g — 6a+6b+6c=5
y'(X)=3ax’ +2bx +c
y(x) tiene un maximoen x=1 — 3a+b+c=0

y(X) tiene un minimoen X=2 — 12a+4b+c=0

Por tanto, tenemos un sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas:

6a+6b+6c=5
3@a+b+c=0 — a:—%, b:%, c=0y d=0
12a+4b+c=0
54. Pagina 231
ax’+x+b . 2ax —2bx — x? +1
a =— s e 2
)y X241 -y (x* 7

Tiene un maximoen X=-1 — y'(—1):0:_257+20 — a=>b

4
Pasa por P —2,?] — y(—2):g:w — 4a—-2+b=13
Resolvemos el sistema:
a=>b
— a=b=3
4a+b—-15=0
2
Por tanto, la funcién es y :w.
X +1

b) Estudiamos la monotonia de la funcidn:
El dominio es toda la recta real.

. 1—-x? . )
y(X):(X2+1)2 Y'X)=0—-1-x"=0—-Xx==1

En (—oo, —=TU(1 +00), ¥'(X)<0 — y(X) es decreciente en este conjunto de intervalos.
En (-11), ¥'X)>0 — y(X) es creciente en este intervalo.

En x=-1 existe el Unico minimo relativo de la funcién, y en x =1, el Unico maximo relativo.
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Flx) = a’x ) = 2a%(@” — x?)
2X? —5ax + 2a* (2x? —5ax +2a*)
2 2
f(x) tiene un extremo relativoen x=2 — 7"(2):0:L_4)22
(8 —10a 4+ 2a°)

La anterior identidad se verifica si 28°(@°—4)=0 — a=0y a==+2
Por tanto, a=+2, ya que en el enunciado se pide descartar la solucion a=0.
eSia=-2:
2X* 410X +8=0— X* +5X +4=0— X, =4, X, =—1
Asi: Domf=R—{-4,-1}
eSia=2:
2X* —10X +8=0— x> —5X+4=0— X, =4,X, =1

Asi: Domf=R—{1,4}
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_ X tax+b | () = 2xFa)c—Db)

X tax+c T (x*4ax +c)
Tiene un extremo relativo en P2,—-1) — y'(2)=0 — w:o — (@+4(c-b=0
(4+2a+c)
4+2a+b
Pasa porelpunto(2,-1)— y@Q=-1— """ __1 - 4a4+b+c=-8
442a+cC

Pasa por el origen — y(O):O:% — b=0vy c=0

(4+a)c-b)=0
Resolviendo el sistema: {8+4a+b+c=0 — a=-4, b=0y c=8
b=0
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yX)=xe" — y'(xX)=e* +ax.-e¥ =e*(1+ax)
Tiene un extremo relativoen x=1— €(1+a)=0 — a=-1

Asi: y(X)=x-e".
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X+ax? six>0
Xx—ax? six<0

f(X)=x+ax|x — flx)= Dom f(X) =R

_|1+2ax Six>0

f'(x)= )
1—2ax Six<0

Tiene un extremo relativoen x=1— f'(1=0 — 1+2a=0 — a:—%
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Entonces:

x—lx2 Six>0
fx)= 21 — ')
x+§x2 Six<0

=X Six>0
M4+x six<o0

Enx=0, f(X) escontinua por coincidir sus limites laterales y f(x) es derivable por coincidir
sus derivadas laterales.

Ahora ya podemos calcular la monotonia de la funcidn y sus extremos relativos:

1-x=0

X =41
T4+x=0

fI(X):O — «l

En (—oo, —NU(1, +o0) setiene que f'(X)<0 — La funcién es decreciente.
En (=1,00U0,)=(-1"1 setiene que f'(x)>0 — La funcion es creciente.

En x=-1 se alcanza el minimo relativoy en x =1, el maximo.
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a) y=X* 43X —5x+1 — y'=3x"+6X-5 — y'"'=6x+6
V'X)=0—Xx=-1
Domy =R
y"(X)>0 en el intervalo (—1,+00) — ¥ escdncava en dicho intervalo.
y"(X)<0 en el intervalo (—oo,—1) — V¥ es convexa en dicho intervalo.

b) y=x'—6x*> = y'=4x*—12x — y"=12x*-12
Y'(X)=0—x=41
Domy =R
y"(X)>0 en (—oo,—NU(1, +00) — Y es concava en dicho conjunto de intervalos.
y"(X)<0 en el intervalo (1,1 — y es convexa en dicho intervalo.

x? , —2Xx Y )
y=—"""L 5 y'= oyt
) y="7m y V=T

— bomy=R—{-11
1 (X2—1)2 y { ! }

V') =0 vxeR—-{-11
y"(X)>0 en (—oo,—NU(1, +00) — Y es concava en dicho conjunto de intervalos.
y"(x)<0 en el intervalo (—17 — ¥ es convexa en dicho intervalo.

X3 —1 . X242 " 6
d)y: 2 — y'= — Y =—=

y'(X)<0 vxeR—{0} — Yy esconvexa en (—oo, 0)U(0, +00).

e) y=+x+4 - y'= X — y":74 < bomy =R
VX +4 (X? +4)"
y'(X)=0 ¥xeR y">0 v¥x — Yy escdncava en toda la recta real.
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2
VEX Xy 2 Domy =[-2,2]

f)y= 2 ﬁ (4— x?)P
y'(X)=0 Vxe(-22)

y"<0 en(-2,2) — Yy esconvexaen (-2, 2).
y'">0 en (—oo,—2)U(2,+0c0) — ¥ escdédncava en (—oo, —2)U(2, + c0) .

g) y=1-2Inx - y'=—2 — y"== Domy =(0, + o)

>N

y"'(X)=0 Vx €(0, +o0)
y">0 paratodo x>0 — ¥ es concava en todo su dominio.

h) y=In(x>-~x)  Domy = (—o0, 0)U(1, + o)

. 2X— . 2 vy 2 _9y2 _
_ f 1 Sy (X):Z(x xz) 2x -1 _ 2)(2 +2x2 1
X —X (X —x) X (x=1)

y"'(X)=0 VX €(—o0, 0)U(1, + o0)
y"<0 en (—o0,0)U(1, +00) — Y es convexa en todo su dominio.

|) yfmix N y'fi_mix_) y":;3+2|nx
X XX X x°

Domy = (0, + o0)

y'=0 — x=e?

3

y"(x)>0 en el intervalo 92,+oo] — Y es concava en dicho intervalo.

3
y"(X)<0 en el intervalo |0,e2| — y es convexa en dicho intervalo.

y=x=10" - y'=xe* - y"=Kx+0" Domy=R
y'=0 — x=-1
y"(X)>0 en el intervalo (—~1,+00) — ¥ es cdncava en dicho intervalo.
y"(X)<0 en el intervalo (—oo,—1) — ¥ es convexa en dicho intervalo.

1;Xx X2 Domy = R

k) yzﬁ —y'=
y'=0 — x=2
y"(X)>0 en el intervalo (2, +cc) — ¥ es concava en dicho intervalo.
y"(x)<0 en el intervalo (—o0,2) — ¥ es convexa en dicho intervalo.
l) y=1+2senx — y'=2Cc0sx — y''=-2senx Domy =R
Estudiamos la funcién en (—x, ) por ser periddica de periodo 2« .
y"=0 — x=0
y"(x)>0 en el intervalo (—x,0) — V¥ es concava en dicho intervalo.

y"(x)<0 en el intervalo (0,m) — Y es convexa en dicho intervalo.
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m) ¥ =C0S2X — y'=-25en2x — y"'=—4c0s2x Domy =R

. .z ™ T T ,
Estudiamos la funcion en |——, —| por ser periddica de periodo = .

y'(xX)>0 en

g, fE]U[%g] — Y es céncava en dicho conjunto de intervalos.

y"(x)<0 en el intervalo

1

—% g] — ¥ es convexa en dicho intervalo.
n) y=sem’x — y'=semx — y'=2c0s2x Domy=R

Estudiamos la funcién en |—

™ T ORT ,
—,—| por ser periddica de periodo = .

"=0 - x=-2 x==1
y 4
y"(X)>0 en el intervalo —E,g] — ¥ es concava en dicho intervalo.
y"(X)<0 en el intervalo —%—E]U[%g] — ¥ es convexa en dicho intervalo.

60. Pagina 231
y(X)=x3+ax’—3x — y'(X)=3x*-2ax-3 — y"(X)=6x-2a

y(X) tiene punto de inflexionen x=1— y"(1=0 — 6-1-2a=0 — a=3
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) =x>+ax’ +bx+c — F(X)=3x"+2ax+b — f"(X)=6x+2a
f(x) tiene punto de inflexionen x=3 — f"(3)=0 — 6-3+2a=0 — a=-9
f(x) pasa por (1,0) — f(1=0 — b+c=8
f(x) tiene un minimo relativoen x=1— f'()=0 — b=15

Como b+c=8y b=15 — c=-7 — f(X)=x>-9x* +15x -7

62. Pagina 231
YX) =X 4+3X* =5X+6 — YV'(X)=4X* +6X -5 — y"(X)=12x> 46
y"(X)>0VX€R yaque 12>0 y 12x* >0vxeR

Es decir, Y(X) no tiene puntos de inflexién al no anularse nunca su segunda derivada.
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a)yX)=x*+ax’—ax+b — y'(X)=3x>+2ax—a — Y"(X)=6Xx+2a
y(x) tiene un punto de inflexiénen (13)— y"'(1=0 — 6-1+2a=0 — a=-3
y()=3 — b=2
Es decir, y(X)=x>—3x>+3x+2
b) y'(x)=3x*—6x+3 V'(X)=0— x=1
y'(0)=3>0¢e y'(2=3>0 — x=1no es extremo relativo — Yy es creciente en todo R .
Ya hemos visto que y(X) tiene derivada segunda nulaen x=1.
Estudiamos ¥''(X) entornoa x=1:
y"(0)=—-6<0— y(X) es convexa para x <1
y"(2=6>0— y(X) es céncava para X >1

Esto confirma que X =1 es, en efecto, un punto de inflexion.
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f)=x+ax® +bx+7 — f'(X)=3x>+2ax +b — f"(X)=6x+2a
Punto de inflexiénen x=1— f"()=0=6+2a — a=-3
La recta tangente que forma 45° con el eje OX es larecta ¥y =X . Asi:

f'M=1=3+2a+b— 1=3-6+b — b=4

65. Pagina 231
yx)=ax* +bx* +cx+d — y'(X)=4ax* +2bx +¢ — y"'(x)=12ax*+2b
y(X) pasa por P(0,3) — y(0)=3=d
y(x) pasa por Q(10) - y()=0=a+b+c+3
y(X) tiene un extremo relativo en Q(10)— y'(1=0 — 4a+2b+c=0

1
2

2
; 42b — 3a+2b=0

Y(X) tiene un punto de inflexidn en x:% — y"[ ]:O:12a -

y(X) viene por tanto dada por el siguiente sistema de ecuaciones:

a+b+c=-3
4a+2b+c=0 — a=2, b=-3,c=-2,d=3
3a+2b=0

Asi, Y(X)=2x"-3x*>—2x+3.
Estudiamos a continuacion la naturaleza del extremo relativo Q(1,0):
V'(X)=8x%—6x—-2

Y'(=0<0 e y'(@>0 — El extremo relativo es un minimo.
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yX)=x3—ax’ —4x+b — y'(x)=3x*-2ax -4 — y"(X)=6x-2a
. . ., 2 W2 2
Y(X) tiene un punto de inflexidn en ng -y [g]:o — 6-§—Za:O—> a=2

y(x) pasa por (3,0) — y(3)=0 — b=3

Es decir: y(X)=x%+2x" —4x+3
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Sean ¢, C, los catetos de un triangulo rectangulo cualquiera.

C,-C,

El drea, Alc, c,) de dicho tridangulo viene dada por la funcién A(c,, ¢,) = 5

El enunciado impone la siguiente restriccion: ¢,+¢,=20 — ¢,=20-¢,

A(cQ:@:mcﬁ%cf A'(c)=10-c, A'lc)=0—¢,=10

Ademas, A"(c,)=—1<0— A(c,) tiene un maximoen ¢,=10.Y como ¢,=20—-¢,— ¢,=10.
Asi, el tridngulo rectangulo con mayor area es aquel que tiene ¢,=¢, =10cm.

Por tanto, su area es: A(10)= %: 50 cm?.
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h : hipotenusa de un triangulo rectangulo

C,, C, : catetos del tridngulo rectdngulo.

Por el teorema de Pitagoras, se tiene que: 8’ =C?+C,> — C,=+64—C/
Asi, la funcion drea viene dada por la siguiente expresion:

C,-C, CpaJ6d—cf

A(C,. C,) = > 2

2
_MJea—cri & )=0—J64—c? —>q:14ﬁ
2 J64—c? ,/
Descartamos la solucién negativa, y comprobamos que la positiva es un maximo:

7439 -0 —2f7

A'(S) = o A(é):T<O

Por tanto, en ¢, =C, =4+/2 cm la funcién alcanza su valor maximo:

A(4ﬁ)z%(4\/§~4\/§):16 cm?
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El drea de un rectangulo es A(l,/,)=1,-1, donde /,/,son los lados del rectdngulo.

N |

9 |5

Como el rectangulo esta inscrito en la circunferencia, se tiene que:
QR =17 +1,2 — |, =144 —1?
Asi, la funcion que se quiere maximizar es la siguiente:

All) = 1184 — 12

)= 14417 — \/_ Al)=0—-144—17 =17 - |, =+6y2

144 —|?

Descartamos el valor negativo, y comprobamos que . =6&J/2 es un maximo:

B 21144 — \/——/2

AL = L — A"(6V2)=—-4<0
N T N P V2=

Los rectangulos con lado /, =/, = 6+/2 cm son los que maximizan el érea.

El rectangulo de drea maxima que encaja en el circulo de radio R=6cm es un cuadrado de lado /=62 cm.
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El drea de un rectangulo es A(l,,l,)=1/,-1, donde /,,/, son los lados del rectangulo.

Como el rectangulo esta inscrito en la circunferencia, se tiene que:

(QRY =12 +17 — |,=\J4R? —I?

Asi, la funcion que queremos maximizar viene dada por la siguiente expresion:
Al) = IJ4R? —I?

All)=0—2L(2—2R*)=0—I,=+R2

= J4R* — 17 -
,/4R27/2

Descartamos el valor negativo, y comprobamos que /,=R+/2 es un méaximo:

21\ JAR? —

2
Al = —h V4 A"(RN2) <0

NS - /f

Por tanto, /,=Ry/2 es un maximo para la funcién A(,,1,)=1-1,.

El rectangulo de drea maxima que encaja en el circulo de radio R es un cuadrado de lado /=Rv2 cm.
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Sean x e y las dimensiones del rectdngulo, y sea d su diagonal.

Por un lado, el area del rectangulo viene dada por Xy =3.

Por otro lado, por el teorema de Pitagoras se tiene que d-d=ad?=x*+y?.

2
Asi, la funcidn que se quiere minimizar es: P(x)= x>+ %] = x? +%
P'(X):ZX—l—i P'(X)=0 —2X' —18=0 — x = +3

La Unica solucién vélida es x =+/3 . Comprobamos que es un minimo de la funcién:
P"(X):2+% —P"(\3)>0

Las dimensiones del rectangulo son x =3 e y = 3 — /3, es decir, se tiene un cuadrado de lado /3 metros.

&
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Sea x la mitad de la base del rectangulo e y su altura. Se cumple que:

X 4y? =25 — y=425-x?

La funcién que queremos maximizar es: -
A(X) = 2x4/25 — X7 = 23/25x7 — X* )
X
3
A() = DX AX A =0 —»50X—4X* =0 — x =0, x = + Y2
25x% — x* 2

En [O, 5\2/5] — A'(X)>0 yen 5\2/5,5J—>A'(X)<O.Por tanto, en x:¥ alcanza un maximo.

5v2

Asi, la base del rectdngulo de drea maxima mide 5J2 cmy la altura, - cm.
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I: longitud del lado del cuadrado r: radio del circulo

Se sabe que la suma de perimetros es 98 cm.

Ademas, aproximando el valor de 1 por 3, obtenemos: 4/+6r=98 — = 4931

2
La funcidén que queremos minimizar es: A(r,))=/*+3r> — A(r)= [4973r] +3r?

_2r-147 A()=0 — 21 —147=0 — r=147 _

A'lr =o =7
) 2 21

Como A"(7)>0, se puede afirmar que en r=7 cm se alcanza el minimo de la funcién. Asi, el lado mide:

_49-3r

/ —=7 /=14 cm

Por tanto, para que la suma de areas sea minima, el lado del cuadrado y el radio del circulo deben medir
14 cmy 7 cm, respectivamente.
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I: lado de la base cuadrada del prisma h: altura del prisma

2
Atotal =24 — 27 +4lh=24 — h:1227/ :é,é

/

Asi, la funcidn que queremos maximizar es: V(/)=/ [?75] =6/l——

Vi) =6-3P 0 — 6=3p —]=42
2 2

La Unica solucién valida es / =2cm. Comprobamos que con él se alcanza el maximo: V'"()=-3/ - V"(2=-6<0
Asi, se tiene que h :g—% =2 cm.

Por tanto, el prisma que maximiza el volumen es un cubo de lado 2 cm.
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r: radio de la base del cilindro h: altura del cilindro
La cartulina rectangular, por las condiciones del enunciado, tendra dimensiones h y r, por lo que se cumplira que:
2h+2r=60 - h=30-r
La funcién que vamos a optimizar es:
V(r,h)=rr’h = V() =nr*(30 —r)=30xr* —nr’
V'(r) = 60mr —3mr? V'(N=0 — 60xr=3rnr’— r=0,r=20
La solucion vélida es r=20. Comprobamos que es donde se alcanza el maximo: V'"(r)=60r—6nr — V"(20)<0
Asi, se tiene que h=30—r—"2-h=10cm.

Por tanto, las dimensiones de la cartulina para conseguir el volumen maximo son 20 x 10 cm.
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g: longitud de los lados iguales r: longitud de la mitad del lado desigual
Perimetro=10 — 2g+2r=10 — g=5-r

Agse N wr’h
VCono = T = T

Por el teorema de Pitdgoras, se tiene que h’ = g% —r?. Asi, la funcién que queremos maximizar es:

wr?NG—r?—r?  wr’J25-10r

V() = =
(r : :
2%r 5xr? \
V'(r="-25-10r - ——— V'(N=0—2r(25—10r)=5% — r=0,r=2
" 3 3v25-10r ( )

La solucion valida es r =2 m. Comprobamos que es donde se alcanza el maximo:
En (0, 2) se tiene que V'(N >0 yen (2,+o0), V'(r) <0
Asi, se tieneque g=5—-r—=2-g=3m.

Por tanto, para que el volumen del cono generado sea maximo, los lados del tridngulo deben medir
3, 3y 4 m, respectivamente.
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x: radio de la base del cilindro
y: longitud de la mitad de la altura del cilindro
R =9 cm es el radio de la esfera.
Se verifica que X2 +y2=R? — X2 +y2 =81 — y=/81—x° .
La funcién que queremos maximizar es:

V(x,y)=mx*h, donde h=2y

VX, y) = 2mx%y — V(X) = 2mx°y/81— X2 = 2m/81x" — x°

3 5 3 5
V.(X):Zw(324x —6X ):'rv(324X —6X°) V() =0— X—=0, x = +54 = +3J8
281X — x¢ NCITa

La solucién vélida es x =346 . Comprobamos que es donde se alcanza el maximo:

En (o, 3@) S V'X0>0 En (3\/Z,+oo) — V'(X)<0

Asi, el radio y la altura del cilindro de mayor volumen que puede inscribirse en una esfera de radio 9 cm son:

Radio = 3V/6 cm Altura = 24/81—54 =63 cm.

78. Pagina 232
Llamamos ry h al radio y a la altura del cono, respectivamente.

Se cumple que:
r’+h-97=81— r*=81—-(h—9*=-n*+18h

La funcién que debemos optimizar es:

Vir )= %ﬂﬂn S v = %ﬂ(—hz +18h)h = %ﬂ(—rﬁ +18h7)

V'(h):%-ﬁ(—&"lz+36/’1):w(—/72+’l2/7) V(=0 — h=0,h=12

La solucion valida es h=12. Comprobamos que es donde se alcanza el maximo:
V'(h=n(-2h+12) — V"(12) <0

Por tanto, las dimensiones del cono de mayor volumen son:

Altura=12 cm Radio de la base = v—122 +18-12 =642 cm

79. Pagina 232
x: abscisa del punto de corte de la recta con el eje OX
m: pendiente de la recta n: ordenada en el origen de la recta

Como r pasa por los puntos (2,1 y (x,0) se tiene que:

1-0 1
m=——» —=—+
2-X 2-X
riy=mx+n—-t&Y _1=2m+4+n — n=1-2m — n:172-—1 = x
2-Xx Xx-2
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X — 2
Entonces, la funcion que se quiere minimizar es: A(x)= );* :2XX 2
. Xx?—4x : S
AX)= o A'X)=0 — x=0, x=4 La solucidn validaes x=4.
2X°—8X+8
2 2
A..(X):(ZX—A)(ZX —8);+8)—(x 2—4)()(4)(—8): 4 . A"(4):1>0
(2x* —8x +8) (x=2) 2
Por tanto, m:iz—1 y n:1—2~[—1]:2.
2—-4 2 2

Y la recta buscada que minimiza el drea del tridngulo es y :7%x+2.
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Uno de los vértices estd sobre la recta X +2y =2 . Asi, los cuatro vértices que forman el rectdngulo son de la
forma:

0(0,0) A(X, 0) B[O, Z‘TX] C[X, 21]

. . 2—-X  2X—Xx*
La funcidén que queremos maximizar es: f(x)=x-—==

2 2

f'xX)=1-x f'(X)=0 — x=1
f"X)=—1 - f"(M=-1<0 — En x=1 se alcanza el maximo.

Por tanto, los vértices del rectangulo de maxima area son:

000,0) A1,0) B[o, 1] c[1,1]
2 2
, . , _ 21-1 1 ,
Y el 4rea de dicho rectangulo es: f(1)= 7 =% u
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Los puntos buscados son de la forma (x, X?) .

La distancia entre estos puntos y (0,7 viene determinada por: D(x)=+/(x —0) + (x> =12 =/x* — x> +1

3 6 4 2
D'(x) = 2X° — X D“(X):ZX —3x"+6x°—1

X' —x?4+1 (X*=x2+1°

V2

D'X)=0 — x2x*-0=0 — x=0, x= 17 Las tres soluciones son validas. Asi:

D"(O):—%:—1<O — En Xx=0no es un minimo.

D"[\/EJA\/—>O —>Enx—€ es un minimo. D"[f}4f>0 Enx:fg es un minimo.
Por tanto, los puntos de distancia minima son % 1] y [ ]
2
Y dicha distancia es: D - V2 \/§ ﬁ
2 2 4 2
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El vértice (a,D) estd sobre la curvay :% +4.
Asi, los cuatro vértices que forman el rectangulo son de la forma:

00,00  A@,0) B[O, aiz + 4] c[a, aiz + 4]

La funcién que queremos minimizar es f(a):a~[a—12+4]:%+48 .

1

f'(a):faiz+4 F@=0 — 4a =1 a=+_
La solucidn vdélida es a:% porque a debe ser positivo.
" 2 W1 1 ,
f (a):? — f > =16>0 — En a:ase alcanza el minimo.

Por tanto, los vértices del rectangulo son:

000,0) A[l, o] B(0,8) c[l, 8]

Y el area de dicho rectangulo es f[%] :2+g:4 ul
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f(x)=x?+2x—3 es continua y derivable ¥x € R — f(X) continuay derivable en [-4,2].
Ademas, f(—4)= (-4 +2(-4)—3=5y f(2)=2"+2.2-3=5
Asi, por el teorema de Rolle, 3¢ e(—4,2) tal que '(¢)=0.

Interpretacién geométrica:

Dado que f(x) no es constante, por el teorema de Rolle sabemos que en algin punto dentro del intervalo [-4, 2]

se produce un cambio en el crecimiento de la funcidn. Esto es lo que provoca que la funcion retorne al mismo
valor en el eje de ordenadas (f(x)=5) tras haber recorrido un tramo dentro de dicho intervalo.
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f(X)= x>+ x?—x—1 es continua y derivable (por ser funcién polinémica).

Ademads, f()=0=f(—1 — f(x) satisface el teorema de Rolle en [-1,1].

F'X)=3x24+2x-1 f(X)=0>X=—=,Xx=-1

W=

op . 1 . . .
En este caso, el punto que verifica que el teorema se satisface es x =3 ya que el teorema garantiza la existencia

de un punto en el que la derivada es cero excluyendo los bordes del intervalo.
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a) En este caso, no se contradice el teorema de Rolle:

La funcién f(x)= 14 no es continua en el intervalo [-2, 2], porque tiene una asintota vertical en x=0.
X
b) En este caso, no se contradice el teorema de Rolle:
La funcidn g(x)=2—|x| es continua pero no es derivable en el intervalo [-2,2].

En particular, la derivada no existe para el punto x=2.
00— —-1six<2
EVI=11 g xs2

En x =2 no hay derivada, ya que los limites por la izquierda y por la derecha no coinciden.
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f(x)=3cos’x es continua y derivable en g%ﬂ — Ademas, f[g] =0= f[i;]

T 3n

1

Por tanto, se cumplen las hipétesis del teorema de Rolle para f(x) en

f'(X) = —65en(x)cos(x) FX)=0— x= kg, parak =0,12,3

T 3%

1

es X=m,

En este caso, el valor que verifica que el teorema de Rolle es cierto para f(x) en

ya que los demas valores quedan en la frontera del intervalo o fuera del mismo.
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=
Flx) = 16— Xx S|.74§X<0
—x’4+4 sSi0<x<2

Estudiamos si f(x) es continua en [-4,2], considerando que esta formada por funciones elementales (una raiz

cuyo radical es positivo y una funcidn polinémica) y que el Unico posible punto de discontinuidad es x=0.
//@f(x)=702 +4=4y l/'rg f(x)=+16—-0?> =4 — f(X) es continuaen x=0.

X x—0'

Estudiamos si f(x) es derivable en [-4, 2] bajo las mismas consideraciones que antes:

—X

— s —-4<x<0
f'x)=14J16 - x?
—2X Si0<x<2
. 0 ) .
limf'(X)=———=0y limf(x)=-2.-0=0 — f(x) esderivable en [-4,2].
X—0" /1 6— 02 X—0"

f(—4)=16—(—4)* =0 y f(2)=—2°+4=0 — f(—4)=f(2). Se cumplen las hipdtesis del teorema de Rolle.

El punto cuya existencia predice el teorema de Rolle es x=0.

Dado que f(X) no es constante, por el teorema de Rolle sabemos que en algun punto dentro del intervalo [-4,2]

se produce un cambio en el crecimiento de la funcidn. Esto es lo que provoca que la funcion retorne al mismo
valor en el eje de ordenadas (f(x) =0) tras haber recorrido un tramo dentro de dicho intervalo.
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fx)=x%—-7x
Buscamos valores de a tales que f()=f(a): *-7-1=a*-7a—a’-7a+6=0—a=-3,a=1a=2
El valor a=1 se descarta porque el intervalo se reduciria a un punto.
El valor a=-3 se descarta por ser menor que 1.
Comprobamos que se verifican las hipdtesis del teorema de Rolle cuando a=2:
« f(X) es continua en [1,2] y derivable en (1,2) por ser polindmica.
o f()=f(a)
Entonces existe algiin punto c<(1,2) tal que f'(¢)=0.

Para calcular el punto C, derivamos e igualamos a cero:
' 2 2 7
f'(xX)=3x*-7 3X _720_’i\g
Descartamos la solucién negativa por no pertenecer al intervalo (1,2).

Asi, el punto cuya existencia predice el teorema de Rolle es ¢ :\E.
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C[xP+ax+b si 0<x<2

fx)= _
X +1 Si 2<x<4

f(x) polindmica en cada rama. Asi, se garantiza la continuidad y derivabilidad en cada correspondiente intervalo
excepto en el punto x = 2:

f(x) continua — X/lnz’l f(X):X//nz’l_ f(x)
. //rgf(x):4+2a+b
. //@f(x):2c+1 — //'n;f(x): //'nz7+f(x)—>4+2a+b:2c+1 — 2a+b-2c=-3

f(X) derivable — X/Inz’l f'(X)= limf'(x)

X—21

. 2x+a Si 0<x<2
o f'(X)= .
C Si 2<x<4

. //'nz'lf'(x):4+a y /in;f'(x):c-» /in;f'(x): imf'(x)—=4+a=c

Xx—21
Ademds, que se cumpla el teorema de Rolle para f(x) en [0,4] requiere que f(0)=f(4) — b=4c+1.

Por lo tanto, los parametros a,b,c buscados vendran dados por el siguiente sistema:

28+b-20=-3 2_3x45 si 0<x<2
a—c——4 > a=-3,b=5,c=1 — Asi, fx)=|F ~t> S O=X=s2
X +1 Si 2<x<4
b—4c=1
2X—=3 Si 0<x<?2
Por tanto, f'(x)= ) X< fI(X):O*)X:§
1 Si 2<x<4 2

Es decir, el punto ¢ que confirma el teorema de Rolle para f(X) en [0,4] es c:g .
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f(x) continuaen [+/2,2] — X/’ﬁ] f(x)= lim f(x)

X—1"

Imfx)=3-( =2y Xl/nj f(X):X—J:X—1—> /i@f(x): /I@f(x) — X=3

X—1 1
Comprobamos el resto de condiciones para este valor de X :

f(x) derivable en [v/2,2] — Iinzf'(x): lim £'(x)

X—=1

imf'(x)=-2y 1/nlf'(x):—@:—2a f(x) derivable en [-+/2,2].

x—=1 1

f(v2)=3-(2F=1y f(2):%:1 — FW2)=f2)

Por tanto, para =3 se cumplen las condiciones del teorema de Rolle en [~/2,2]. Asi:

X2 six<1 —-2X six<1

33—
f(x)= f'xX)=1 —
v 2 Six>1 ) —22 SixX>1
X X

f'(X)=0 — x=0— El punto ¢ que verifica el teorema de Rolle es x=0.

f"(X)=—2 en x=0 — Xx=0 es un maximo de la funcién.

Y--

/N

=
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3x S x <1 ) 3 Si x<1
f(x)= ) X)= .
ax’+bx—=N+4 si x>1 2ax +b si x>1

f(X) cumple el teorema de Rolle en [-2,¢] si:

e f(X) es continua en [-2,C]y derivable en (-2,¢)

Sabemos que C€>1 ya que —3x:x =—-2A3x=—-6— No puede cumplirse el teorema de Rolle para la funcién y el
intervalo dados si c<1.

f(x) es continua en [-2,¢] si f(X) es continua en x="1(en el resto, es continua por ser funcién polinémica).

f(X) es continua en X =1 si //'n17 f)=limf(x) » 3=a+4—a=-1

Xx—1

f(x) derivable en [-2,¢] si f'(—1) estd definida en x =1(en el resto, es continua por ser funcion polindmica).

f(X) es derivable en x =1 si //'nlf'(x): Ii@f'(x) — 3=b-2—b=5
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5435

Por dltimo, f(-2)=-6 y f(c)=—Cc*+5c—1 — —C*+5c+5=0 — ¢*-5c-5=0 — ¢

Descartamos ¢ = 573\/5 ,ya que en tal caso ¢ <1 yya hemos visto que esto no es posible. Es decir:

- 3x Si x <1
T lex245x—1 si x>

5+35
—r

cumple el teorema de Rolle en [2,

3 six<1

i —>f'(X):O—>x:§
—2X+5 Si x>1 2

Ademas, como f'(X) ={

Por tanto, el valor de x que verifica el teorema de Rolle para f(X) en el intervalo dado es X:g .
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fX)=Xx* +6X> +12x+9
f(x) continuay derivable en R y ademasf(-4)=—7<0y f(-2=1>0

Asi, por el teorema de Bolzano, la funcidn tiene al menos una raiz real en (—4,2).

Afinamos mas el intervalo para que tenga longitud % :

f[—E]<O

4

f[fﬂ]>0
4

"4

— 7%7[73]:% — f(X) tiene al menos una raiz real en el intervalo 18 —ﬂ] .

f'(X)=3x-12x+12=3(x—2?>0 ¥xeR — f(x) essiempre creciente

13 N

Por tanto, f(X) solo tiene una raiz real, que esta en el intervalo [_I'_Z por el teorema de Bolzano.
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f)=x*4+2x-4
f(x) continuay derivable en R y ademasf()=—1<0y f(2=8>0

Por el teorema de Bolzano, la funcién tiene al menos una raiz real en (1,2) .

Afinamos mas el intervalo para que tenga longitud % :

13-
2

f[3] 19 — %—1:— — f(X) tiene al menos una raiz real en el intervalo
=%

f'(X)=3x>+2>0 YxeR — f(X) essiempre creciente.

3

Por tanto, f(X) solo tiene una raiz real, que esta en el intervalo [1, 5 por el teorema de Bolzano.
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fX)=e"?+x-5
f(x) continuay derivable en R yademasf(2)=-2<0 vy f(3)=e—-2>0

Por el teorema de Bolzano, la funcién tiene al menos una raiz real en (2,3).
. . . . 1
Afinamos mas el intervalo para que tenga longitud " :

11

f[—]<0 M 1 . , .
4 — 3——= 7 — f(X) tiene al menos una raiz real en el intervalo

£(3)>0 4

ﬂ,s].
4

f'(X)=e"24+1>0 ¥xeR — f(x) essiempre creciente

por el teorema de Bolzano.

Por tanto, f(X) solo tiene una raiz real, que esta en el intervalo [%3
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f(x) continua en [-3,3] y derivable (-3,3) por ser polindmica — f(X) cumple el TV.M. —

- o [B)—1(=3)
— Jce(-3,3) tal que f(C)_ig,(,g)

f(3)—f(—3) —3"+2:3-8—(—(-37+2-3)-8) 12,

3-(=3) 6 6

Buscamos el valor ¢ tal que f'(€)=2: f'(c)=-2c+2 — f'(€()=2—c=0

Es decir, f(x) cumple el T.V.M. y el punto para el que se verificaes x=0.

Geométricamente: existe un punto en el interior del intervalo cuya recta tangente es paralela a la recta que une
los puntos (=3, f(-3)) vy (3, f(3)).
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XInx si x>0
f(x)= )
0 Sl x=0

Comprobamos si f(X) es continuay derivable en [0, €] :
f(X) continuaen [0,€] — Jim f(x)=f(0)=0

X—07"

I/'ng+ f(x)= Iingi(xlnx), que es indeterminacion de tipo 0-oco — Aplicamos L’Hbpital.

. ) . (Inx)' . . .
lim (xInx) = lim ln—X: lim ( ) = lim i: lim(=x)=0 — f(x) es continuaen x=0.
X0 x=0t 1 x—ot ) =0t =X x0

X [x] x?

f(x) derivable en (0,e) — lim f'(x)=f'(0)=0 Por tanto, se cumplen las hipdtesis del teorema del valor medio.

Jce(0,e) tanuef'(C):f =1—=f'(C)=Inc+1=1—=c=1
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N7—-Xx sib<x<7

fx)= ,
xX—7 Si7<x<10
En el intervalo [8,10] se cumple el teorema del valor medio por ser la funciéon continua y derivable.

En dicho intervalo se cumple que f(X)=+vXx—7.

f(10)7f(8):\/§71 — 3Jc€[8,10] tal que f‘(c):\/gf1
10-8 2 2
1 1 1 V3
f'(x)= =43-1 C=74+——F+=8+—
v Wx—7  Jo—7 BT 3-2/3+1 2

Es decir, el punto que verifica el T.V.M. para f(X) en [8,10] es x = 8+§ .

El teorema del valor medio no se cumple para el intervalo [6,8] porque f(X) no es derivable en dicho intervalo.
En particular, la derivabilidad no se cumple en x =7, porque:

—1 1

si6<x<7 lim ——=—
F(x) = Mf—x - r=y T AT
Si7<x<10 lim =
-7 DT PN A
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fx)=x* — f'(x)=2x
M_g’ﬂ:z; — Elpunto x tal que f'(X):M es x=2.
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ax?+3x si x<?2 , 28X +3 si x<2
f(x)= ) ) — f'(X)= .
X +bx—4 sSi x>2 2X+b Six>2

f(x) continua y derivable en [—1,3] si es continua y derivableen x=2.

f(x) continuaen x =2 si lim f(x)= lim f(x) = limf(x)=4a+6y limf(x)=2b— 4a-2b+6=0

X—2

X—2

f(x) derivable en x=2 si limf'(x)= /irg_f'(x) — /irg f'ix)=4a+3Yy /irg‘ fX)=b+4— 4a—b—-1=0

Por tanto, a y b vendran dados por el siguiente sistema:

4a—-2b+6=0

* — a=2b=7
4a—b-1=0

2X°+3x  six<2 , AX+3 six<2
fx)=1 T f'x)= .

X +7Xx—-4 sSi x>2 2X+7 SiX>2

f(3)7f(71):9+21747(18+9) 1

3-(=7 4 4

Obtenemos el punto que verificael TV.M. : f'(c) = 7% —C= s

16
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xX?—ax+6b si x<4
f(X)z 2X

S x>4
X—-3

f(x) continua en R—{4}, por ser polinémica en [—oc,4) y cociente de polinomios (sin que se anule el
denominador) en [4, +c0) .

Imponemos la condicidn de continuidad en x=4:

Jim 2X3:s y M —ax +6b)=16—4a+6b — 2a—3b=14

X—d* X —
f(x) derivable en cada rama por ser composicion de funciones derivables.
Imponemos la condicién de derivabilidad en x=4:

2x—a s x<4

f'(X)Z -6 . —5 2. 4_—g=—— —> 8-g=-6
(X73)2 Sl X>4 (4_3)2

Para que f sea continua en [3,5] y derivable en (3,5) se debe cumplir:

2a—-3b=4
—

a=14,b=38
8—a=-6

Como la funcidn es continua y derivable en el intervalo (lo hemos impuesto), sabemos que se puede aplicar el
T.V.M. en el mismo.
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alx +4)

a .
— Six>-1 AT Gix>—1

FX)= | Ix+2 — f0=l2g 27
(X +b)* six<—1 2x+b)  six<-—1

La funcidén es continua en [-2,2] y derivable en (—2,2) si es continua y derivableen X =-1:

Es continuaen X=-1 si x/i@—f()(): lim f(x) :

X——1"

Jim fx)=-ay //'n177f(x):(b—1)2 — b’ —2b+1=-a

Es derivable en x=—1si [im f'(x)= lim f'(x):

fim f‘(x):%a y Im f(x)=20-2— 3a=4b—4

X——1"

Por tanto, los parametros vendran determinados por el siguiente sistema:

b*—2b+1=—-a |[b*-2b+1+a=0 aﬁ:o'?:sﬁ 1
3a=4b—-4 3a—4b+4=0 azzfglbzz,g
: ' f(2)—f(-2) 1 1 9
a,=0,b =1 P A WL NN - ,c=_Z
Sia, =1— () >~ 2) n 2Cc+) c=-3
Si az:—E,DZZ—l fI(C) f(2)—f(—2) _ﬂ [ —le—ﬂ C:—E
9 3 2—(-2) 36 3 36 72
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ax’+bx+1 six<0 . [2ax+b six<0
f(x)= — f'(x

Cla?—senx  six>0 —COSX S X>0

f(Xx) continua y derivable en el intervalo dado, salvo tal vezen x=0:
f(X) continua en x=0 si lim fox) = lim o) — a=1— a==1

f(x) derivable en Xx=0 si /im f'(x)= lim f'(x) — b=-1

X—0 x—0*

eCasol: a=1b=-1

FITI—f(=1) 1-sen E]—1—1 1
. [2] a [2 A

™ 7T ™

2+ 2+ 2+
Si ¢c>0 — f'(¢c)=-cosc — cosc:i—w:arccos[ 6 ] — Imposible. No existe c.

T+2 T+2
Sic<0 — f'o)=2c-1=— — Cc= m-4 <0
w42 2(r—2)

Asi, c= “742) verifica el T.V.M. generalizado para f(X) en —1,% .

—

eCaso2: a=—-1b=-1

fIZ|—f(=1) 1-sen 3]— (=D 141
» [2]() [2<()++)7 o
™ ™ M
N _1 o 1 o 1 7T+2
5 =" 5t >+
Si ¢>0— f'(c)=-cosc — cosc = 2 ec:arccos[i]:lw
T+2 T+ 2
Sic<0 — f'C)=-2c-1=— —c=—""_<0
T+2 2(x+2)
Asi, c=——" vy ¢=1,17 verifican el T.V.M. generalizado para f(x) en |—1,Z|.
2(n+2) 2
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f(x) continua y derivable en —2% si es continua y derivable en x=0.
f(Xx) continuaen x=0 si //rp f(x)= /irg f(x) — a=1
f(x) derivable en x=0 si /ingﬁf'(x): /in07+f'(x) — a=b — b=1
Fx) e s_lxgo_)f,X:e S!X<0
1+senx si x>0 cosx si x>0

2—e? 4-2e7
B - RS T on+4
T2 T2 T2

2 2
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_4-2e7
T4

Buscamos el punto ¢ tal que 7'(c)

2 op2
Si 2<c<0 > flo)mes =472, cjp|A=2e
T+4 T+4

4—2¢7

4—2¢7?

™+

Ademas,

<0, tal y como se preveia.

<1, por lo que c:ln[

_ -2
Es decir, C:II’l[4 2e verifica el T.V.M. para f(X) en —2 I,
T+ 2
-2 -2
SiO<c<3—>f'(c):coscH :COSC—)C:SI’CC034726
2 ™+ n+4
-2
Es decir, c:arccosd'fze verifica el T.V.M. para f(x) en 2T
T+ 4 2
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. X3 4+1 (=1*+1 0 . A
a) lim = = — — Aplicamos L'Hopital.
v e T B B P
X +1 p x4+ o 3x? 3
2 = 2 = 1im = c
X=-1x2 —3X —4  x>-1(x*=3x—-4)" x—>12x-3 5
3 2
b)l/'mX _ZX _X+1:1_1_1+1:9—>Aplicamos L'Hopital.
x=1 3X°—6X+3 3-6+3 0
3 2 2
im% _ZX — Xy 3X _ZX_1:9—>ApIicamos L’Hopital.
x=1 3X°—6X+3 x=1 6X—6 0

C3XP—2x—-1 . 6x—-2 2
lim =lim =
X—1 6X — 6 Xx—1 6 3

. 2X +2 -2+2 0 . -
c) lim = =— Aplicamos L’Hopital.
)X*1X2+2X+'I 1-24+1 0 — AP P

2X+2 2 2
xe X2 42X 41 12X +2 0

. No existe el limite.

A x? 4—-4 0 . a
d) iim = =— — Aplicamos L'Hopital.
e RN R P P
o A—X? . —2X ) —
)!Lr)jz\/x+2:)!@2 1 :X/Ln:lz_AX X+2:O
NX+2
e) im YA X —Na=X 9., Aplicamos L’Hopital.
x=0 4x 0
1 " 1
//.m\/4+xf\/4—x ://m244+x 24—x _1
X—0 ax X—0 4 8
f) lim yx+3-2 0 | Aplicamos L’Hépital.

=11-43x-2 0

oNX+3-2 . 2/x+3 4 1
lim =i -
11— f3x =2  x1 3
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a) i _senx__0 — Aplicamos L'Hopital.
x01-cosXx O

i senx =i Cosle.Noexisteel limite.
x=01—cosx *0senx O

b) jimX=senx _0 _, Aplicamos L’Hopital.
=0 x.senx 0

Jim X=S€NX _ jyyy __1=COSX 0, Aplicamos L’Hopital.
x50 X.SenX  x-0 Senx4x-cosx 0
1-cosx senx _0_

¥~0SENX 4 X-COSX *-0COSX+(COSX—X-senx) 2

L

c) lim ———=——=— — Aplicamos L’Hépital.
X0 X —tgx 0
3 2 3 2
X —x =lim ax-x2_0_, Aplicamos L’Hopital.

=0 1—(14+1g’x) 0 —tg’x 0

2 _ 2 _
Jim — 12X~ 2X —=Iim 12X~ 2X 5 _0., Aplicamos L'Hbpital.
X0 —2tg X-(14+1g°x) x>0 =2tg X-(1+1tg°x) O

) 24x -2 -2
lim > - —=—=
x-0 —2 —2tg? x — 6tg’x —6tg’x -2

d) Ji 2senx 0O

m =— — Aplicamos L'Hépital.
=0 x2-3x 0 P P
. 2senx ., 2C0SX 2
lim = =lim =—=
0 x? —3X x-02x—3 3
2
e)lim 'I—LSZ(ZX) 9., Aplicamos L’Hépital.
X=0 3x 0
2
lim 1_6032(2)() =lim 2senax) 0 _, Aplicamos L’Hépital.
Xx=0 3x x=0  6X 0
iim 2sen(4x) —im 8c0s (4x) _ 8 _4
=0 6X X0 6 3

_x=2senx 0 _, aplicamos L’Hépital.
o tgx—2senx 0

1-2cosx _-1_,
x=05ec’x —2cosx  —1
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X 3
a) lim In(e—+x):% — Aplicamos L’Hépital.
X 3 2 X
im In(e” + x )_//‘m 3)(3 +eX _
X0 X —0 x%4e
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b) //ng M :% — Aplicamos L’Hopital.
lim In(cos3x) _ =i —318B0 _0 _, Aplicamos L'Hépital.
0 X 0 2x 0
2
jim —38BX) _ . ~9sec’Gx) _ 9
X—0 X—0 2
In(cos8x)

_0, Aplicamos L'Hbpital.
x-0In(cosdx) O

jim =888 _ 0 _, Aplicamos L’Hopital.
-0 _Atg(4x) 0
—8tg(8x) _ . —64-5eC’(8X) _ 64 _ A
-0 —Atg(4x) x-0 —16-Sec’(4x) 16
In0+x) 0 . S
d) lim =— — Aplicamos L'Hbpital.
)lim o o0 P P
1
P 4
im0 A g X
X0 4 y3 x=0 3 x=0 3(1+ X)
44x
107. Pagina 233
a) im& =" _0 — Aplicamos L'Hopital.
x=0 1-cosx O
im& =" _ e —cos x-e*""
01-CoSX all 14+sen x
bX 0 . Jra
b) L/ng =5~ Aplicamos L’Hopital.
tim &= _ iy 1080710y
X—0 X X—0 1
c) limH_X—_e:9 — Aplicamos L’Hopital.

x=0  sen’x 0

_ X _ X
1+ X > € _im 1-e” 0 — Aplicamos L'Hopital.
X0 sen’x -0 sen2x 0

1—e* . —e* 1
lim =/lim =——
x=0 8eN2x  x-0 2.C0S2X 2

X 2
d) //m—)iz9 — Aplicamos L'Hopital.
x=2 Q_ 3 O
L2 x? . 2In2—2x  —4-(In2—1)
lim =lim =
x=2 93" x=2 -3"In3 9In3
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1 1 A2
2 7 i 2
a) i [2)(;2])( — In //m[zx;z] ://fr)#x—i_2 — 9
X0 X2 4 X 42 =0\ X2+ X +2 x=0 X 0
—Xx*—4x
(X>+Xx+2)7°
| [ X+2 ] X+2
2 R 2 X —
fim X AXA2) oy XA XE2 gy X4 1 im[ X2
x=0 x? X0 2 =0 2X2 4 X+2(X+2) 2 x=0\ X2 4 X 42
2 | &
2 x ) 2 x 2 —2senx
b) lim X—+2X_>’|°° In //mX—-"_2 = —S_>9
x=0 | 2—2senx x=0 | 2 —2senx X0 0
X' +2 4x(1—senx) 4 (x* +2)-(2cos x) )
_ . . — 2 ) 2 X
im 2-25eNnX) Ly lim2- 401 2sen X) 5 im X422 e
X0 X x=0 X° 42 x=0| 2 —2sen x
2(1—sen x)
. 1 ) 1) In(ef—x
¢) lim(e* —x)« — 1 In|lim(e* - x)* ://mM -9
x—0 x—0 x—0 X 0
In(e* —x » X _ ) 1
fim ( )i im&=1_o lim(e* —x)=e° =1
X—0 x—0 ¥ — x X=0
1 ) nx 0
d) limx+x — T° In{limx+x|=lim—— — =
x—1 x=1 x=11— X 0
1
™ 1
lim INX__ cvoo lim %X =lim [——] =1 fim x7r =g =1
=1 - X 1 =1 x =1 e
109. Pagina 233
H X 0 : X : . |ﬂX o0
a) imx* — 0 In(//mx )://mxlnx=//m— - —
X—0 X—0 X0 x=0 1 50
X
1
fim X v iy lim(—x)=0 limx*=e° =1
=0 1 X—0 7i X—0 X—0
X X2
b) /im (3x)*™ — 0° In(//’m (SX)QSE”X)://m 2senxin@x) — fim N _, o
X0 X0 X0 x-0 1 )
2sen x
1 2
InBX) e X B 2sen’ x 0
{(/Qg 1 {(/Qg _cosx T X0 —XCOS X - 0
2senx 2sen® x
2sen’x L'Hop 45en xcos x _ lim (3X>259nx — e —1
x50 —XCOS X X=0 —COS X 4 XSen x X0
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c) Q’ngxfgx — 0° In(iingxfgx):iimo tgxlnx:grnomTX -
- - - - _ v o
tg x

1 :

STy S S - S

=0 1 =0 —(1+18°X)  *=0 —x(14+18°X) 0

g x tg?x
tg’x LoD, fim 201+ tg°x)tg X —im 28X 0

X0 (14-187X) 4+ X (242 X)(14-187X)  x-0 1+ X(2tg°X)

0 —x(14-t8°X)

limx®* =g° =1

Xx—0

d) lim(cotgx)*™ — Q° In(//'m(cotgx)””):/imsenxln(cotgx):/imm(co—tgx) >
X—0 X—0 X—0 X—0 1 )
senx
—(1+cotg®x)
2 2
iim IN(cotgx)  Lrep iim cotgx im (1+ cotg“x)sen” x —im senzx _0
-0 1 x-0  —COSX x-0  COSXCOtgX x—0 COS°X
senx sen’ x

lim(cotgx)™" =" =1

110. Pagina 234

a) lim 22| jm|2X=2nd+x))_0 — Aplicamos L’Hépital.
=olln(1+x) x| *o Xx-In(14+x) 0
__2
2X—2|I’1(’I+X) L'HOp //m 1+X N 9
x=0 X~|I’1(1+X) x—0 ||'](1+X)+ X 0
1+ X
__2
fim —— Xy 2
A+ x) +—— 02+ X
1+ X
) . nx —3x . s
b) im 3__3 |_jm3senx=3x]_0 — Aplicamos L'Hopital.
X-0l X senx| x-0  X-senx 0
im| 380X =3X| _ vvep cosx—3 | _0 — Aplicamos L’Hépital.
x=0| X-Senx x-0lsenx +x-cosx| O
im 3-cosx-3 |_ —3senx _
X=0|SeNX + X -COSX | x=0|2C0S X — X - Sen x
3x 2 3x-Inx—=2(x—-") O . .
c) iml——-——|=lml——————|=— Aplicamos L’Hopital.
) = x—=1 Inx M[ (x="NInx ] 0 AP P

. [3x.|nx—2(x—1) _ 3Inx+1 |
1 (x="Dlnx x=1 |nx+(x—1)
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2
a) im x-ex =c0-e°=+o0
X—+00

b) lim x({/@%) — 0-00 lim Je-1 -0
X—+00 X—+00 41 0
X
8
lim Ye-1_ lim = lim e =¢° =1
X—+00 l X—+00 i X—+00
X x?
. o3
. 2 T ; 0
o) m{x~1)-tg[ 5| - 0:00 Im— = %
X2 —1
s
tg| ™ 2c0s?| ™ s
. 2 oo w(X° =) 0
i g =i =
2 A — 2 2 [TX
P T 4% CoSs ]
2 2 2
/I'IT11 —m(x —1))( LHop /"”2 —2))((7(()( -1 . 9
X— X—
4xc0S’ [%] 200s” [%J —mxsentmx) 9
2 2
/X/m —2))((7((X -1 UHop Qm —27(3x° =) i _ —éi'rr _ ﬂ
26052[%]—wxsen(nx) ~1 —mSENTX — MSENTX — T2XCOSTX T ™
_2
XZ
5 arctg[g] 0 arctg [3] 14 iz o
d) lim x-arctg|=| — 0-c0 lim X)L 0 lim X) oo , jim X° — lim =2
X—+00 X X—+00 l 0 X—t00 1 xotoo 1 Xotoo X2 L4
X X x?
112. Pagina 234
x_T
. ™ ; B 2 0
a) lim{x——=|-tgx — 0-c lim — =
xﬂ% 2 xﬂg AJA, 0
tg x
_T
i 2 UHop i 1 i 2
lim 7 lim = lim —sen’x = -1
“gx - sen’x
b) lim(arcsenx - cotg x) — 0-oo lim (arcsenxvcotgx)zgr@m — %
cotg x

1
_arcsenX  iwes o J1—x2 . COS?X
lim Lhop_ fim NA=X" _ jim =1
=0 tgx X—0 1 =0 1 2

cos? x
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c) lim(tgx—1)-secx=(1-1-2=0

X=X

4

lim

-1
m-l'sen)( 1

2

TX
X tg[?] o0
d) Qﬂ(z—x)tg[f] — 0-0 lim —5— — =
2—X
Iy
X X
tg[l] 4c0s? [—] )
g — g g g T
- =z U NN
7 x O X7 4cos [4]
2
im (2 x)X i 4—2i<( o
h A,cosz[L B n[“—] 0
2
Jim 222X e i 2 _im _4
o en[ﬂ] e os[ﬁ] - wcos[ﬁ] T
2 2 2 2
113. Pagina 234
a) im (nx) — o i im nx)"")= gm 20X, 2
X—+o0 X—+00 X—4o0 @ o0
1
lim ln(lTX) Lo, iy XINX L lim (Inx)° =e° =1
X—too @ Xotoo @ e*xlinx X—+00
b) lim 1+tg1X — T In| fim 1+tglx = lim xIn 1+tgl — 00-0
X—F00 X X—+00 X X—F00 X
1
14182 —
g
1 1 2 1 1
Inj1+tg— 0 In|1+tg— —X*|1+tg— 1+t —
fim — = m Le , fim XL = lim X =1
ST T AT e
X X X? X
,I X
lim [1+tg—] =e'=¢e
X—+0o0 X
114. Pagina 234
senjtg(senx)| 0
im———=""_ 4 — =
x=0 sen(tg x) 0
sen(tg(senx)| .. 1+tg?(senx)|-cosltg(sen x)|-cos x
l/m [tg( )] L'Hop l/m[ tg ( )} [g( . )} :,I
=0 sen(tg x) X0 cos(tg x)-(1+1tg°x)
b) //.mln(1+x)—senx 0
X0 Xx.senx 0
1 _cosx 1 _cosx
N1+ X)—senx |y jim X 0 14+ X LHop
x=0 SeNX + X CoS X 0 *=0 SenX + X C0S X

lim
Xx=0 X-senx

X0 2005 X —XSenx
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- - arctge” — T 0
c) lim 2x~[arctgexf—]] — 00-0 lim 2X-[arctgex——] - fim —2 5,72
X oo 2 X—+00 2 X—+00 i 0
2X
x T e
lim a/’Ctge 2 L'HOp lim 1+6’2X _ *2)(26)( 00
x—voo 1 i 1T xmie 14 o0
2X 2x?
24X 2\pX 2
—2X°€"  yep iim —(4x+2x%)e _ im —(4X +2X7) ., >
Xotoo 14 @2 X400 2% X—+00 2e* 00
— 2 A — — A —
im ZEXE2XD ey |y ZHA0 0 Jim ZAEAX) e iy =4 g
X—+00 2e” X—400 2e* 00 X—too 2e* x—to0 D@%
115. Pagina 234
X _ a=X
a) /imwzg — Aplicamos L’Hopital.
X=0 X —Senx 0
X _ =X X —X
im & e +mx _ . e +e+m _2+m
X=0 X —senx x=0  1—C0S X 0

Tomando M=-2, el limite sera del tipo % y podremos continuar aplicando L'Hopital:

X X X _ aX
lim ¢ +e 2 =lim e-e’ 0 — Aplicamos L'Hopital.
x=0 1—-C0S X x=0 senx 0

e —e” _im e +e”

]
x=0 senx x=0  COSX

1+m-senx—e* 0

b) lim == — Aplicamos L’Hépital.
rin (arctg x)’ 0 P P
— X . J— X 2 J—
iim 1+m~sen)<2 e _im (m-cosx —e* )(x +1)_>m 1
¥=0 (arctgx) x=0 2arctgx 0

Tomando mM=1, el limite serd del tipo % y podremos continuar aplicando L'Hopital:

(Cosx—e*)-(x2+7) i (1+x2)-(2x(cosx—e*)7(1+xz).(senx+ex))

1
0 2arctg x X0 2 2

> =

116. Pagina 234

Jim 2=2C0S X J”:'Xln(H X _ % — Aplicamos L’Hépital.

X0 X
22005 X +p-XINA+x) Zsenx+uvln(1+x)+1uxx 0
iim ! = lim . X _ > — Aplicamos L’Hopital.
X0 X x—0 3X 0
2+ X

2senx +p-In(14x) + - 2008 X +p———5
- o "Xy 242
lim 5 =lim —
X=0 3x X=0 6X 0

Podremos continuar aplicando L'Hépital si p=—1 (de otro modo el limite no sera finito):

12+X2 —2senx + 1X+33 1
lim (1+x) —lim (1+x) 2
x=0 6Xx x=0 6 2

2C0S X —
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ax’+bx+1-cosx 0

lim 5 =— — Aplicamos L'Hopital.
X=0 senx 0

2 —
im ax +bx+12 COS X _lim 2ax+b+se;nx HQ
x=0 senx X=0  2X.COSX 0

El Gnico valor que permite seguir aplicando L'Hépital es b=0.

2ax +senx . 2a+ cosx _2a-+1
X=0 2X.COSX?  x=02.c0Sx?—4x*.senx? 2
L . . 2a+1 1
Para que se cumpla la condicién enunciada necesitamos que 1= 5 — 525'

118. Pagina 234
Ct)=(t—ay+b, 9<t<14
C't)=2t-a)
C(t) tiene un minimo en t=12 — 2(12—-a8)=0
C12)=15 — (12—ay +b=15

Resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones, obtenemos los parametros buscados:

—2a+20=0 a=12, b=15
—a= =
(12—ayY +b=15 ’

119. Pagina 234
a) C(t)=8t> —84t* +240t, 1<t<6
C'(t)=24t-168t+240 C'()=0 — t*—7t+10=0 — t=2,t=5
C"(t)=48t—168 C"(2)=96—-168<0 y C"(5)=240—168>0
Es decir:
En =2 estd el maximo de C(f), con valor C(2)=208 .
En t=5 estd el minimo de C(t), con valor C(5)=100 .

b) Dado que la ecuacion modela el gasto de energia en calefaccidn, lo natural seria que esta reflejase un mayor
gasto en los meses de invierno y un menor gasto en los meses cercanos al verano, como efectivamente
ocurre. De ahi que el maximo se dé en febrero y el minimo en mayo.

C(t) es creciente en (1,2)U(5,6) y decreciente en (2,5) .

120. Pagina 234
a) Rt =A-t-(B—t), 0<t<20
R'(t)=AB—t)— At
Maximo rendimiento para t=10 — A(B—-10)—10A=0

R(10)=100 — 10A(B—10)=100
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Los valores de A y B vendran dados por el siguiente sistema de ecuaciones:

AB-20)=0
1(§A(B—10):1OO — A=1,B=20
Es decir, R(t) =t(20—1)
b) Rt)=64 — 64=20t—t* —t?+20t—64=0—t=4,t=16
Se alcanza un rendimiento del 64 % para t=4 y t=16.

Estos valores tienen sentido ya que se encuentran ambos a la misma distancia (6 horas) del maximo del
rendimiento, que se alcanzaba para t=10.

121. Pagina 234
a) Los gastos iniciales se corresponden con G(0), y tienen un valor de G(0)=100.
Este valor representa la inversion inicial que debe realizar la empresa para comenzar su actividad comercial.
b) B(t)=1(t)-G(t) — B(t)= —2t? 450t — (t* — 16t +100) = —3t* + 66t — 100
La funcién de los beneficios sera: B(t)=—3t" + 66t —100
c)B'(t)=—6t +66 B't)=0 —» t="M B"1M=-6<0—t=11es maximo.
Los beneficios son maximos para t=11, el undécimo afio desde su fundacion.

Los beneficios totales en ese afio son B(11)=—-3-17 +66-11—100 = 263 miles de euros.

122. Pagina 235

12 .
a) R(t)= ———“_t R'()=0 — t=5
) RO =155~ 7000 ©=0 —
R"(t):—i<0 R"(5)<0 — t=5 esun maximo.
1000

La rentabilidad R(t) sera maxima para t=>5 afos.

1 1 1 1 1 121
b) R6)=3+—5-——5"=3+———=3+—=—=23,025%
) RO) +’|OO 1000 +20 40 +40 40 ?
123. Pagina 235
x: largo del escenario y: ancho del escenario
Agscenario =100 — Xy =100 — y :%
., S 100

La funcién que debemos minimizar es: P(x)=2 )(Jr7
P'(X):2—2)%0 P'X)=0 — 2:% — X==10 La solucion validaes x=10.

" 400 " L.
P"(x)=— — P"(10)>0 — En X =10 se alcanza el minimo.

Por tanto, las dimensiones que debe tener el escenario para cumplir las especificaciones dadas son:
Largo=10m Ancho=10m

Es decir, el escenario debe tener forma cuadrada.
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124. Pagina 235

x : longitud de los lados iguales de tela metadlica
y: longitud del lado de tela metalica que mide igual que la pared
Como disponemos de 1000 metros de tela metalica:

2X 4y =1000 — y=1000—2x
La funcién que queremos maximizar es:

A(X) = x(1000 — 2x) = 1000x —2x>
A'(x)=1000—4x A'(X)=0 — 1000=4x — x =250
A"(250)=-4 <0 — En x =250 se alcanza el maximo.

Por tanto, la cerca estara construida por la pared y tres paredes metdlicas de 250, 250 y 500 metros de longitud,
respectivamente.

Area: 250-500 =125000 metros cuadrados.

125. Pagina 235
x: largo de la barra en metros y: ancho de la barra en metros
P=2x+Y)=30—Xx+y=15—x=15-y
Averor = =X == —=1-(14—)

15

Allnterior:15_2y A.\nterior:O_>15_2y:O_>y:?

Por tanto, la barra debe ser de forma cuadrada, con sus lados de % metros.

126. Pagina 235
Xx: numero de alarmas de tipo A y: nimero de alarmas de tipo B
Como se van a colocar 9 alarmas, se tieneque X+y=9—y=9—Xx.

La funcidn que se quiere maximizar es:

(9—X)*=2x(9—x) _3x*—36x+81

S'(X)=
0 10 10

S'X)=0 — x=3,x=9

3x—18
= —

S"(Xx) $"(3)<0 — En x =3 se alcanza un maximo.
— §"(9) >0 — En X =9 se alcanza un minimo.

Por tanto, la seguridad serd maxima cuando se instalen 3 alarmas de tipo A y 6 alarmas de tipo B.
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Angulo de 90° — b*=2¢* — c:%

Perimetro=6 — 2a+b+2c=6 — 2a+b(14/2)=6 — a:%m

h : altura del tridngulo.

Por el teorema de la altura: h? :99 — h:g
2 2 2
Para que haya mayor luminosidad, el area de la ventana debe ser maxima. Es decir, la funcién que queremos
optimizar es:
b
b-— 2
A bh=a-bs Dl A= 87004y T g 12D-D14202)
2 2 2 4
Ab)=3-2(1422) Ab)=0 — b=—C _
2 1+242
A'B)=—2—J2<0 — b % _ esel maximo.
2 1+ 242
Por tanto, las dimensiones de la ventana deben ser:
a= & metros b= _5 metros c= & metros
7 14+ 242 7
128. Pagina 235
x: altura de la ventana y: ancho de la ventana

Area=1— xy =1 —>y:%

La funcién que queremos minimizar es: P(x)=2(x +%)

P'(X)=2[1f%] P'X)=0 — 1:% — X==1 Lasolucion validaes x=1.

P"(X):% — P"()>0 — En X=1 se alcanza el minimo.

Por tanto, la ventana debe ser un cuadrado de 1 metro de lado para que se minimice el coste del marco.

129. Pagina 235
r: radio de la base h: altura de la lata

Volumen =10 dm3 — «r’h=10 — h:%
T

_10
La funcién que queremos minimizar es: A(r,h) = nr? +21TthVZ—>A(r): wr? +?

Al(f):2ﬂr7% A(N=0 - =10 — rzi/E
™

At =2n+ 8 A"[310

10 ..
>0 — En r=3— se alcanza el minimo.
T T
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10
3
he 10 f:{/? h— 10 Recionalizando _ jy _ 10 AT 3@
=— = = 2 =
wr 10 10 , 10 N
7| 3— | 3—
iy T T

r=3 E dm h=3 E dm
M M
130. Pagina 235
x: lado de la base h: altura del depdsito

Volumen =20 — x’h=20 — h—22

X2

La funcién que queremos minimizar es:

-2 80
C(X,h):4xh+2x2—zz—>c(x):7+2)(2
c-<x>:7§f§’+4x CON=0 — =20 — x=320
C“(X):%OJ“A — C"R20)= 126(?+4:12>0 — En X =320 se alcanza el minimo.

Por tanto, las dimensiones deben ser:

x =320 metros h:( 20 )2 =320 metros
320
Y el coste minimo es: C(3 20): 38200 +2(3 20)2 = %1/2_(()) =123/50 €.

131. Pagina 235

r: radio de las semiesferas y del cilindro h: altura de la zona cilindrica

Volumen = 10n — ﬂf2h+%7vf3:'|0'n — h= 19—%r

La funcién que queremos minimizar es:

C(r,h)=20-4xr? +10~2’n/’h:80'ﬂl’2+20m’[1—97%/’]

C'(r) = 3207 _ 200w C'(r):oarzi/ﬁ
3 8
160-2 400w of 15
C'(n=->"*% C'y=|>0
N=—73""+"73 [ 8

15 ..
Por tanto, en r =3— metros se alcanza un minimo.
8

Las dimensiones que minimizan el coste son:

r={Em h=2315 m
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x: altura en metros del campo para maiz

y: ancho en metros del campo para maiz

Por el teorema de Tales: 400
400 X 2000 —2x
i —y= X
160  400—y 5
La funcién que queremos maximizar es: L\ L\
160 400 —y
yZZOOO—ZX 6

B(X,y):O,12Xy+O,1O-240-(400—X)—5—>B(X):24)(—%)(2 +9600

, 12 ., .
B'(X)=24———Xx B'(X)=0—x=250

125
B (X)= — 2 B"(250) = -2 < 0
125 125

Por tanto, en x = 250 metros se alcanza el maximo.

Asi, el campo de maiz debe medir 250 metros de alto por 300 metros de ancho; y el campo de trigo,
150 metros de alto por 240 metros de ancho.

El beneficio maximo es:

B(X) = 24 —%xz 9600220, B(250) = 12600 €

MATEMATICAS EN TU VIDA
1. Pagina 236
Superficie de la lata ideal: S, =2%-3,75-7,5+2%-3,75" = 265,07 cm?

Superficie de la lata comin: S, =2x-3,25-11,5+2%-3,25" = 301,20 cm?

omin

S =S, =36,13 cm?

2. Pagina 236

No pueden existir otras medidas para latas cilindricas. Las Unicas dimensiones que minimizan la superficie son las
obtenidas anteriormente.

3. Pagina 236

Depende de la lata. Habria que comprobarlo teniendo en cuenta los diferentes tipos de latas que se encuentran
en el mercado.

4. Pagina 236

Coste por lata:

Coeas = % = 1,325 céntimos
Caormal = % = 1,506 céntimos
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